Corrigés des exercices de la cinquieme feuille

[54]} EIVP17
1. Posons I = [0, 7], A=R et
g: AxT =R, (z,t) — cos(zsin(t)),

de sorte que f est la fonction

f:A—=R x»—>/g(m,t)dt.
I

o Par opérations usuelles, pour tout t € I,
x + g(z,t) est de classe €2 sur A et
99 .
V(z,t) € Ax I, a—(a:,t) = —sin(¢) sin(x sin(¢)),
x
82
a—xg(a?,t) = —sin?(t) cos(z sin(t)).

o Encore par opérations usuelles, pour tout =z € A,

d
t— g(x,t) et t— a—g(ac7 t) sont continues sur I, donc
v

elles y sont intégrables car I est un segment.

o Toujours par opérations usuelles, pour tout x € A,
2

t— —g(m, t) est continue sur I.

0x2

o Enfin, on a la domination suivante :

0%g

V(I,t)EAXI, @

<z,t>\ <1,

ou t — 1 est continue donc intégrable sur le segment 1.

Alors d’apres le théoréme de la classe €2 des inté-
grales dépendant d’un parametre,

32
e pourtoutz € A, t a—‘g(x, t) est intégrable sur I
x

(ce qui était évident puisque I est un segment) ;
o f est de classe €2 sur A;
e et pour tout x € A,

fl(x) = . /07r sin(t) sin(z sin(t)) dt,

f(z) = 1 /07r sin?(¢) cos(w sin(t)) dt.

2. Pour tout x € A, en intégrant par parties,

™

mf!(x) = [cos(t) sin(a sin(t))}o
- /7r x cos®(t) cos(x sin(t)) dt
0
= —x/o (1 — sin?(t)) cos(z sin(t)) dt
= —zm(f(z) + f"(x)),

et f est solution de I’équation différentielle proposée.

[55] MP

EXISTENCE. Posons A =R, I =R et

1 —cos(xzt) _,
— e .
12
Pour tout z € A, t — g(z,t) est continue (par mor-

ceaux) sur I, par opérations usuelles. Soit z € A. On
2

1 z P
a|g(x,t)] t_><§oo 2 et g(z,t) o T L’équivalent est

valide méme si x = 0, car t — ¢(0,t) est la fonction
nulle. Donc t — g(z,t) est intégrable sur [1,4+o00[ et
elle est prolongeable par continuité en 0, donc elle
est intégrable sur ]0, 1]. Finalement, pour tout = € A,
t — g(xz,t) est intégrable sur I donc f est définie
sur A.

g: AxXI =R, (z,t)—~

CALCUL. L’idée est de dériver f deux fois pour faire
disparaitre le t?> du dénominateur.

Montrons que f est de classe € sur R. Par opé-
rations usuelles, pour tout t € I, x — g(z,t) est
clairement de classe €2 sur A. En particulier, pour
tout (z,t) € A x I,

G, sin(zt 02
Fi(x’t) = 1n(tsc ) et a—xg(x,t) = cos(zt)e "
Pour tout x € A, on a déja dit que t — g(z,t)
. o 99
est continue sur [; et bien-siir, ¢t +— 8—(:5,15) et
x
t— a—x‘z(x,t) sont continues (par morceaux) sur I.

On a déja vu aussi que pour tout x € A, t — g(z,t)
est intégrable sur I. Soit = € A. Pour tout ¢ € I,

dg
%(:C, t)

olt t — et est intégrable sur I donc t —g(x, t) est
ce Ox
aussi intégrable sur I.

< |zle

Commentaire. Ici, la majoration est valide sur I tout
entier, donc il n’est pas nécessaire de couper l'inter-
valle en deux pour l'intégrabilité.

Enfin, pour tout (z,t) € A x I,

9%g _
‘axz@’ ise”
’g
donc 922 vérifie bien I’hypotheése de domination.
x
2
Il s’ensuit que pour tout = € A, t — a—‘g(x, t) est
x

intégrable sur I, que f est bien €2 sur R et que pour
tout x € A,

—+o0 +oo :
(o) = / 99 (. tydt = / SIn@t) 1 gy
0 Ox 0

t
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CORRIGES DES EXERCICES

Comme f'(0) =0, f'(z) = Arctanz. Alors, comme
f(0) = 0 et en intégrant par parties,

f(x) =z Arctanz — %ln(l + z?).

56 Cs
1. Tout d’abord, pour tout x > 0 et t > O,
e—:ct

<e * ol t — et est intégrable sur R

V1+t2

car x > 0. Donc F' est définie (au moins) sur R .
En outre, si 0 < z < y, pal;tcroissance tde I’expo-
0, S,
VI+2 V1482
croissance de intégrale, F(x) > F(y). Ainsi, F' dé-
croit strictement sur R . Il est donc inutile (et long!)
de dériver F.

2. Voici deux preuves.

nentielle, pour tout ¢ > et par

PREUVE DIRECTE. On voit que pour tout = > 0,

) e
0

F(x) e tdt = —,
donc F tend vers 0 en +o0.

xT

PREUVE SAVANTE. Utilisons le théoréme de conver-
gence dominée a parametre continu.
D’une part, pour tout t > 0,

e—xt

lim ——=0
T—=400 /1 + ¢2
D’autre part, puisque = tend vers 400, on peut se
restreindre a x > 1. Pour tout ¢t > 0 et tout z > 1,

€
——| <e
V1412

ou t +— e~ constitue une domination valable.
Alors, le théoréme s’applique et I'on peut permuter
la limite et 'intégrale :
e

“+o0
lim F(x)= lim ——
3. Pour des raisons trés analogues, G est définie sur R.
On voit que pour z réel, G(z) = H(x?) ot
—t

+oo e
H:u— —dt.
/0 V1+ut?

Si ’'on montre que H est de classe €' au voisinage
de 0, on pourra écrire H(u) = a + bu + o(u), donc
G(r) = a+ ba? + o(2?). Mais comme G est (claire-
ment) paire, on aura G(x) = a + bz? + o(z?).
Montrons que H est de classe €'. Il faut déja
qu’elle soit définie, donc il faut que 1 + ut?> > 0
c’est-a-dire u > 0. Posons A =1 =Ry et

—t

—xt
)

—xt

e—t

VI+ut?
Pour tout u € A, t — h(xz,t) est continue (par mor-

ceaux) sur I et pour tout t € I, |h(u,t)| < et ou
t — e~ est intégrable sur I donc t — h(x,t) lest

h:AxI—=R, (ut)—
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aussi. Pour tout t € I, u — h(u,t) est de classe €*
sur A et pour tout (u,t) € A X I,

oh —t2et
—(u,t) = —————.
ou 2 (1 4 ut?)3/2
. N oh .
Bien-siir, pour tout u € I, t — a—(w t) est continue
u
(par morceaux) sur . Enfin, pour tout (u,t) € A x I,
oh
ou

ol t — t?e~ ! est continue (par morceaux) et inté-

(u,t) ‘ <t?et

grable sur I, et 0 vérifie ’hypothése de domination.
U

Alors H est de classe €' sur A et pour tout u > 0,
—t2 —t

+o00 oh +o00 e
—(u,t dtz/
/0 3U( ) 0 2(

——dt.
1+ ut?)3/2
Alors pour u > 0,
H(u) = H(0) + uH'(0) 4+ o(u)

+oo +oo 1
/ e tdt — u/ —t?e7tdt + o(u)
0 o 2
=1—u+o(u).

H'(u)

Ainsi, quand x est proche de 0,

G(z) =1—2+o(2?).
Commentaire. C’est plus facile que de dériver G trois
fois.

Soit > 0. Dans F'(x), en posant v = xt, qui est
un changement de variable de classe €' et bijectif
de R dans lui-méme, on a

e

+o0
F(z) = /0 7\/@

Si z tend vers 400, on peut donc écrire

Y _lg

dv 1
T T

P =5 (15 o))
3w rel)

Commentaire. Ou ’on retrouve la limite de la ques-
tion 2.

[57] cs
EXISTENCE. Soit z € R. La fonction
—t(14ix)
h:it— €

Vit
est continue sur I = R . De plus,
—t

e 1
V0 VE

est intégrable sur ]0, 1]. Enfin,

A (?)]

1
out— —
Vit
h(t -
ol < e,
ou t — et est intégrable sur [1,+oo[. Alors, h est
intégrable sur I et f est définie sur A = R.
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CALcUL. L’idée est de trouver une équation différen-
tielle dont f est solution.

Prouvons que f est de classe € sur A. Par opé-
rations usuelles pour tout € A, t — g(z,t) est
continue sur I (on le savait déja car on reconnait h);
pour tout t € I, x — g(x,t) est de classe € sur A et
pour tout (x,t) € A x I,

ag . —t i
—J ) = — t (141ix) .
2 (1) = —i Vi 0,
99 :
et pour tout x € A, t — a—(m, t) est continue sur I.
x
Enfin, pour tout (z,t) € A x I,
0
&gv(x,t)‘ =Vte ™ = p(t).

La fonction ¢ est continue sur I, elle se prolonge
évidemment par continuité en 0, et pour ¢t € I,
©(t) €400 €~ t/2, donc elle est intégrable sur I. Ainsi,

Ox

vérifie 'hypothése de domination.

oz
sur I; f est de classe € sur A et pour tout x € A,

[ %
0 a.r
Effectuons une intégration par parties sur f’. Elle

est licite car tous les termes manipulés ont un sens.
Pour tout réel x,

Alors, pour tout = € A, t — —=(x,t) est intégrable

+oo )
f'(z) (x,t)dtz—/o iVie t+) gy,

e—t(1+iz) toe too ;o o—t(l4ix)
ra=itrm] L s T
—1
_mf($)7

donc f est solution sur A de I’équation différentielle

—(i+x)

21+ 22)”
Alors pour tout x € A,
—(i + )

roe( [ o)
= £(0) exp(—%’ Arctanx — iln(l + z%))

= f(0)(1 4 2*)~1/4 exp(—% Arctan z).

;i
Yoo tia)?

f(x)

En outre,

1(0) V.

+oo
/ t7V2e At =I'(1)
0
Finalement,
[z Va(l+a?) Y exp(—4 Arctan ).

Commentaire. La valeur de I (%) n’est pas a connaitre.
De plus, on peut exprimer ’exponentielle a 1'aide de
radicaux gréace a la trigonométrie : a vous de jouer. ..
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1. Au vu de la deuxieme question, montrons direc-
tement que g est de classe €2 sur A = R?* . Posons
aussi I =R et

CS

—xt

h:AXI%R, (fE,t)Hm

o Par opérations usuelles, pour tout x € A,
t — h(z,t) est continue (par morceaux) sur I ; pour
tout t € I, x — h(x,t) est de classe €2 sur A; pour
tout = € A, les fonctions

PR ah( D te—®t
) = ————
Oz 14 1¢2
0%h t2e=7t
s —(2,1) = ——
¢ Ox? (z,2) 1+t
sont continues (par morceaux) sur I.
1
o Pour tout z € A et tout t € I, < 1,
1+¢2
t <t lsit<let t r
—— < sit<let ——
1+ 12 h 1+t 7 1412
oh
sit > 1, donc |h(x,t)| < e *" et ‘&C(x,t) <e

ot la fonction ¢ — e~*! est intégrable sur I car x > 0,

h
(z,t) sont intégrables

d t— h(z,t) et t —
onc (z,t) e o

sur 1.

o Etant donné un segment [a,b] C A, avec
0 < a < b, pour tout z € J[a,b] et t € I,
9?h
@(xat)

pas de z, est continue (par morceaux) et intégrable
2

2

—xt —at

<e < e ™ outr— e % ne dépend

sur I car a > 0, donc vérifie ’hypothese de

domination locale.

Il s’ensuit que
2

e pour tout z € A, t — 92

(z,t) est intégrable
sur [ ;
o la fonction g est de classe €2 sur A;

e pour tout = € A,
+o0o —xt
te
- / dat,
o 1412

/+00 t2 efajt
o 1+

2. Sans difficulté, pour tout x € A,

g'(x)

g"(x) dt.

Y +o0 t2€713t +oo e~ Tt
= —dt ——dt

g"(@) +9(2) /0 1+ 2 +/O 1+ 2
+o0 1
2/ e vtdt = —.
0 X

+00o o
t
3. Comme lintégrale / % dt est semi-

0
convergente, on se doute que celle qui définit f 'est
aussi. Donc les théorémes du cours ne s’appliquent
pas. On peut contourner la difficulté en intégrant par
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parties, ce qui créera une intégrale a parametre abso-
lument convergente a laquelle on pourra appliquer le
cours.

Tentons plutét un changement de variable. Soit
x € A. Le changement u = t + z est licite car il
est bijectif et de classe €* de I dans [z, +oo[. Alors,
lintégrale f(z) est de méme nature que

+oo
/ac

Si c’est permis, cette intégrale vaut

sin(u — x) du

u

0 ginwcosz — sin z cosu
du
xT

—+o00 “+o00
:cosx/ du—sinx/
xr xr

Mais d’apres le cours, ces deux intégrales sont semi-
convergentes car x > 0, donc la précédente ’est par
somme, donc 'intégrale f(x) converge et f est définie
sur A.

En outre, choisissons un réel a > 0. Pour tout

T €A,
—+oo T .
sin u
u:/ du—/ du,
a a U

/
x
. "

—+oo
ce qui est permis puisque /
a

u

sinu cos U

du.

u u

sinu

sinu
d

u u

du converge.

sin u

Or la fonction v est de classe €' sur A et

a € A, donc d’apres le théoréme fondamental de I'in-
sinu

xT
tégration, la fonction x +— / du est son unique
a

U
primitive qui s’annule en a. En passant, elle est donc
de classe €2 sur A. Alors, la fonction

T sinw
Sz du
- u
est de classe €2 sur A et l'on a
sin x sinx cosx
S — et 8" x— -
T T
Pour les mémes raisons, la fonction
T cosu
C:zr— du
- U
est de classe €2 sur A et l'on a
CcosS X cosx sinx
C' iz — et C" 1z )
2 x

Il s’ensuit que f = Scos — Csin est de classe €2
sur A. De plus, pour x € A,

" (x) =8"(x)cosz + 25 (x)cos’ x + S(z) cos”
— C"(z)sinz — 2C"(z)sin’ x — C(x)sin” z

cos?z

sin x cos x sin? z

2 T T

4

4

2

_ S(x)cosx _ costSinx _ sin“ x
T T
2
T + C(z)sinz
1
= — — x,
—— (@)

ou l'on voit que f vérifie la méme équation différen-
tielle que g.

4. Clairement, pour tout z € A,

+oo
/
donc limy o, g = 0.
En outre, on voit que limy S = lim; C = 0,
car S(z) et C(z) sont les restes d’intégrales conver-
gentes. Comme sin et cos sont bornées, il s’ensuit que

1
et dt = —,
x

5. Comme f et g sont solutions sur A de la méme
équation différentielle, f — g est solution sur A de
Péquation homogene y” 4+ y = 0, donc il existe deux
constantes « et [ telles que f — g = acos+fsin. Or
limyo(f—g)=0,donca=0=0et f =g.
Constatons que g est continue sur R, : en effet,
pour tout x € Ry et ¢ € I, en reprenant les notations
de la question 1, |h(x,t)| < b out — 1

1427 1+ 12
est intégrable sur R, donc constitue une domination

valide de h.

Bien-siir, f(0) a un sens. Pour étudier la continuité
de f en 0, intégrons par parties comme dans le cours,
en choisissant ¢ — 1 — cost comme primitive de sin.

Pour z € Ry, on a
Jr/J“’Olcost
o (t+x)?

dt.

1—cost] ™™
coS } gt

€Tr) =

o) = | 5]
_ / T 1 — cost
—Jo (t+x)?

Vérifions la domination, le reste ne posant pas de

difficulté. Pour (z,t) € Ry x RY,

1 —cost 1 —cost
(t+x)? t2
1 —cost 1 1 —cost 2
Or T ~0 5 et ‘t2 I th’ donc
1-— t
t — % est une domination valide. Alors f

est continue en 0.
Finalement, comme f = g sur A et qu’elles sont

continues en 0,
/"I‘(X} dt
0

1+1¢2

sint

+oo
/0 Tdt:f(o)

s
B) .



