Corrigés des exercices de la sixieme feuille

[59]

PRESENTATION. Nommons (FE) cette équation. Les
fonctions z — 22 et z — 1 sont continues sur R.

Mais 0 est une singularité de (E) donc on résout sur
I =R* ou I, =R}.

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE. Pour
k € {1,2}, ensemble des solutions sur I} de I’équa-
tion homogene associée est

d
{wHa;&xp(—/x—f) =ape V* ay ER}.

RESOLUTION COMPLETE. D’autre part, on voit que
2+ 1 est solution évidente de (E), donc ’ensemble
des solutions sur Iy, de (F) est

{x = 1+are V% ap € R}

[60] ccp
1. Avec la méthode habituelle, on trouve
1 1 1 1
=——+ +

t(t2 —1) t o 2(t4+1)  2(t-1)

2. Nommons (FE) cette équation. Les fonctions
tt(t? — 1), t > 2 et t — t? sont continues sur R.
Mais —1, 0 et 1 sont les singularités de (E) donc on
résout sur I; = ]—o0,—1[, I = ]-1,0[, Is = ]0,1]
ou Iy = |1,4o0[. Sur lintervalle Iy, pour k € [1,4],
I’ensemble des solutions de ’équation homogene est

2dt ayt?
t— apexpl| — =) :tZ—l’akGR'

Aucune solution particuliére ne saute aux yeux : ap-
pliquons la méthode de variation de la constante.
Posons

ag(t)t?
)=
r(t) = S0
ou ¢, est dérivable sur I;,. On a donc
al (t)
t(t? — 1) =42
(1) %0 2

d’on Pon choisit ay(t) = In |¢|. Finalement, 'ensemble
des solutions sur I, de I’équation (F) est

{t _, (ax+ I ft])¢*

21 ,akER}.

@ CCP

PRESENTATION. Les fonctions z +— 2z (z + 1) et
x +— 3x + 4 sont continues sur R, mais la fonc-
tion x — /1 4+ x n’est définie et continue que sur
[—1, 4+00[. En outre, les singularités de (E) sont 0 et
—1 donc on étudie I’équation (F) sur I; =]—1,0[ ou
IQ = ]O, —|—OO[

EQUATION HOMOGENE. Sur Iy, pour k € {1,2}, l'en-
semble des solutions de I’équation homogene est

3r+4
{:El—>akexp — mdw
Va+l

= 3 7ak€R}.
€T

VARIATION DE LA CONSTANTE. Considérons
oz o+ 1/2°%

Sur I, on cherche les solutions de (E) sous la forme
Y = Qi @, ou ay, est une fonction dérivable sur Ij. En
reportant dans (E), on trouve

2z(z+ 1) aj(z)p(z) =2zVr + 1
= al(x) =2?/(x+1)
— ay(z) =12’ —z+ In(z+1)+ B, Br R
L’ensemble des solutions de (E) sur I est

z+1
x2

B ER}.

{xr—> (A2 —z+In(z+ 1)+ B)

[62]

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique est
(C) 1?2 + 67 +9 =0, dont —3 est racine double. L’en-
semble des solutions sur R de I’équation homogene
associée est donc

{x = (az+B)e 37, (a,p) € RQ}.

SOLUTION PARTICULIERE. Comme le coefficient, —3,
de 'exposant de ’exponentielle du second membre
est racine double de (C), on cherche une solution
particuliére sous la forme z — Q(z)e” ou deg @ = 2,
et 'on trouve Q(z) = 322, par exemple.

CoNcLUSION. L’ensemble des solutions de 1’équation
complete est donc

{z = F2%e™ + (az+ B)e™, (a,B) ER?}.

[63] AM

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique
est (C) r? +2r +1 =0, dont —1 est racine double.
Donc I’ensemble des solutions de 1’équation homogene
est

{x = (az+p)e”™™, (o, B) € RQ}.

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre s’écrit
%xe‘” — %xe_’”. Donc grace au théoreme de superpo-
sition, cherchons séparément une solution particuliere

des deux équations
(Ev) Y'+ 2y +y=guxe”,
—x

Te
(E>) y' +2y +y=—1we
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Comme 1 n’est pas racine de (C), on cherche
une solution particuliere de (F;) sous la forme
Y1(z) = (ax+b)e”, et on trouve Yy (z) = g(z—1)e”.

En revanche, —1 est racine double de (C'), donc
on cherche une solution particuliére de (E2) sous la
forme ¥5(z) = Q(z)e™ ol deg Q = 3, et l'on trouve
Q(x) —%x‘g, par exemple.

Une solution particuliére de (E) est ¥ = ¢ + ¢)a.

ConNcLUSION. Finalement, ’ensemble des solutions

de (F) sur R est
{.T — %(m —1)e* — 1—12:536_3c + (ax + B)e™ ",

(o, B) € RQ}.

[64]

CcCP

PRESENTATION. Nommons (E) cette équation. Sur
I ]1,+00], les fonctions z — 1, z +— 4 et
x> re 2% /(x —1)? sont continues.

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique
est (C) 7?2 +4r +4 = 0, qui admet —2 comme racine
double. L’ensemble des solutions sur I de I’équation
homogene (H) est donc

{x = (az+B)e 2%, (a,p) € RZ}.

SOLUTION PARTICULIERE. Utilisons la méthode de
variation de la constante. Puisque = — e ™27 est une
solution sur I de (H) qui ne s’annule jamais, cher-
chons une solution particuliere sur I de (E) sous la
forme y : z +— a(r)e 2% ol a est une fonction deux
fois dérivable. En reportant dans (E), on obtient

ey x =141

)= T T e
1 1
_$71+($71)2.

Comme on cherche une solution particuliere de (E),
intégrons en choisissant arbitrairement des constantes
d’intégration nulles :

1
z—1
afz)=(x—1Dn(z—-1)— (x —1) = In(x — 1)
=(x—-2)In(z—-1)—z+1.

o (z) =In(x — 1) —

Donc une solution particuliere sur I de (E) est
z (z—2)In(z —1)e 2 4 (—z + 1)e 2%,

Et comme z +— (—2+1)e™2% est solution sur I de (H),
2+ (2 —2)In(z — 1) e~ 2% est aussi une solution par-
ticuliere sur I de (E).

CONCLUSION. Ainsi, I’ensemble des solutions sur I
de (E) est

{z— (z—2)In(z —1)e *" + (az + B)e 7,
(o, 8) € RQ}.

2[5

[65]

Soit f une solution. Alors, f’ est dérivable, donc f
est deux fois dérivable, et par récurrence, f est €°.

En dérivant, pour tout z € R, f'(z)— f'(—z) = e”.
Comme f/'(—z) + f(x) e ®, il s’ensuit que
(@) + f(z) = e* 4+ e * = 2chz. Alors il existe
(o, B) € R? tel que pour tout x € R,

MP

f(z) =chz + acosz + fsinzx.
En reportant dans 1’équation du départ,
(@) + f(—2z) =" + (a+ B) (cosx — sinx).

Donc on doit avoir aw+ 5 = 0. Finalement, 'ensemble
des solutions dérivables sur R est

{f:2z— cha+a(cosz—sinz), o € R}.

Commentaire. On aurait également pu résoudre en dé-
composant f en somme de ses parties paire et impaire.
Mais c’est plus long.

[66]

Soit € Ry. Comme il est a la fois dans 'intégrale
et sur ses bornes, transformons ’écriture :

MP

P(x) ! /Oz(sin(wx) cos(wt)

— cos(wa) sin(wt)) f(t)dt

sin(wz) [* cos(w
e [ ) costyar
_ cos(wa) [* sin
) [ rwysinwt)ar.

Les fonctions ¢ : 2 — cos(wx) et s : x +— sin(wz) sont
de classe ¢! sur R. La fonction c f est continue sur R,
donc d’apres le théoreme fondamental de I'intégration,
la fonction

o [ eonroa - [0S
oF '—>w/0 (W) f(1)dt /O dt

w

est la primitive de %c f nulle en 0, et elle
est de classe €' sur R. De méme, la fonction
Sz %foz s(t) f(t) dt est de classe €' sur R.
Alors la fonction 1 = sC — ¢S est de classe €' sur R
et

@D':wcC+%scf+wsSf %csf:w(cCJrsS).

On voit que 1’ est aussi de classe ¢! sur R, donc v
est de classe €2 sur R et

¢II —

La fonction 1 est bien solution sur R de (E).

—wrsC+ A f4+wreS+s2f=—wy+f

Alors, ’ensemble des solutions de (E) sur R est

{¢ +ac+Bs, (a,8) € R?}.
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[67]

1. Supposons que ’équation (E) admette une solution
y développable en série entiére de rayon de conver-
gence R non nul. Alors, pour tout = de |—R, R|,

ENSEA

“+o00 400
Y= Zanx", y = Z(n +1)aptra”
n=0 n=0
—+oo
ety = Z(n +1)na, ™t
n=1

En reportant dans I’équation (E), on obtient

+oo +oo
Z(n + Dnapsz™ + Z(n + Dapeqz™
n=0 n=0

+oo
+ E anpx™ =0,
n=0

ce qui donne, pour tout n > 0,

an
Opy1 = — 77—
RV

Par une récurrence immédiate, pour tout n > 0,

(=D"

Qp = (’]7,')2 ag.

Le rayon de convergence de la série Y a, z™ est
R = +o0 car

Ap41
Gn,

lim =0.
n—-+oo

Ainsi, 'equation (F) admet une unique solution
développables en série entiére sur R telle que f(0) = 1,
c’est

400 n
frz— Z(—l)" (::W
n=0

2. On sait que f(0) = 1. De plus, comme somme
d’une série entiere, f est continue sur ]0,2[, donc
si f(2) < 0, le théoréme des valeurs intermédiaires
assurera ’existence d’une racine de f sur ]0, 2[.

On voit que f(2) est la somme d’une série alter-
née. Mais la suite (2"/(n!)?) ne décroit qu’a partir
du rang 2, donc les conclusions du critere spécial des
séries alternées ne sont valides qu’a partir du rang 2.
En particulier, Ry = f(2) — Sy est du signe de son
premier terme, c’est-a-dire négatif. Or

=0.

Ainsi, f(2) = Ry < 0, ce que l'on voulait.

[68]

L’idée est de trouver une équation différentielle
dont f est solution, et d’en chercher les solutions
développement en série entiere.

MP

3

5

EQUATION DIFFERENTIELLE. La fonction f est définie
sur [—1, 1] et, par opérations usuelles, de classe €
sur |—1, 1[. Pour tout = € |—1,1],

cos(3 Arcsin z)

f(z) = W7
. xcos(5 Arcsinz)  sin(3 Arcsinz)
F@) = = =y 9(1— 22)
_af'@) S
1—22  9(1—a?)

Ainsi, f est I'unique solution sur |—1, 1[ de I’équation
différentielle

(H) (1—a%)y
telle que f(0) =0 et f/(0) = &.

SOLUTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE. Rai-
sonnons par analyse-synthese.

"—xzy +5y=0

Analyse. Comme f est impaire, supposons que 'on
puisse écrire, pour tout x € |—1, 1],

+oo
f(ac) — Z an x2n+17
n=0

avec ag = 1. Pour tout z € |-1,1],

—+o0

F@) =3 @n+1a,a,

n=0
—+o0

f'(x) = Z(Qn +1)(2n)a, 2"

n=1
—+oo
= Z(2n +3)(2n +2) apyq 2"

n=0
Alors, en reportant dans (H), pour tout x € |—1,1],
f'(@) = a® f(z) =2 f'(x) + 5 f(x) =0
“+oo
Z(?n +3)(2n 4 2) apyq 22"

n=0
+oo
2 2n—1
x 2n+1)(2n)a,x

n=1

+o0o
— mZ(Qn—F 1) ay, z*"
n=0

1 +oo
- 2n+1 __
+ 9 g ap T =0
n=0
+oo

Z(?n +3)(2n 4 2) apyq 22"

n=0
—+o0

— 2(271 +1)(2n) ay z*" !
n=0

“+o00
- 2(271 + 1) a, z*"*!
n=0

1<
2n+1 __
+ 9 7;:0 ap T =0
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+oo

= ) [2n+3)(2n+2)ant
n=0

—(2n+1)* -

Par unicité du développement en série entiere de la
fonction nulle, pour tout n € N|

Hay]a?" T = 0.

2n+3)2n+2)ap — (2n+1)* - $a, =0,
. (2n+3)(2n+2)
d’ou Ap+1 = n
(2n+3)(2n+2)
ot anty1 _ 4 (Bn+2)3n+1)
an 9 (2n+3)2n+2)

Alors, pour tout n > 1,
4 Bk+2)(3k+1)

7kHO :H) 9 (2k +3)(2k + 2)
<4> o3k +2) [Thog 3k +1)

9) TIiZo(2k+3) [TiZo(2k +2)
2 o Br+2) [Ty Bk + 1) [1r,(3K)
3 [Te @k +1) T2, 2k)  T1=, (k)
7227" (3n)!
© 320 (2n 4+ 1)!137n!’

an

ao

G41

d’ou, puisque ag = %,

227 (3n)!
FBrtinl(2n + 1)1

Constatons que cette expression est encore valable
pour n = 0.

ap =

Synthese. D’apres le calcul précédent,
ant1 _ 4 (Bn+2)Bn+1)
an 9(2n+3)(2n+2) notoo
donc d’apres le regle de d’Alembert, la série entiére
> an,z™ a pour rayon de convergence 1, donc la sé-

rie entiere > a, 22" *! a pour rayon de convergence
V1 = 1. Cela valide la synthese.

Conclusion. Ainsi, pour tout = € |—1,1],

+oo

fla) ="
0

221 (37!

2n+1
33l (20 1 1)! '

n=

AM

[69]

Notons (E) I’équation différentielle.

1. ANALYSE. Supposons que 'on puisse écrire
+o0
= Z a,x"
n=0
avec un rayon de convergence R > 0. Alors pour tout
€ |-R,R],
dxy’ +2y —y=0
—+00
— 4z Z(n + 1) nay ™t
n=1

—+o0

+2 Z(n +Dapp12™ —
n=0

—+o0
g an "
n=0

4

5

+oo
24(71—1— Dnapra™
n=0
“+oo
+ 22 n+ 1) apy1a™
n=0
+oo
Z(Q (mn+1)2n+1)ant1 —an)z™ =0.
n=0

S e

n=0

—

Par unicité du développement en série entiere de la
fonction nulle, pour tout n > 0,

2(n+1)2n+1)aps1 —

c’est-a-dire

an =0,

J— an
T 9+ 1) (2n + 1)
ou encore, pour tout n > 1
g, = Onl G0
2n(2n —1) (2n)!

ce que l'on prouve par une récurrence immédiate, et
le résultat est encore valide pour n = 0.

SYNTHESE. Posons a, = 1/(2n)! pour tout n > 0.
On voit que

_ 1

S 2(n+1)(2n+1) noteo

Ap41
QA

)

donc le rayon de convergence de la série entiere
> anx™ est R = +o00. Ainsi, la fonction

n

“+o0o
p:R—=R, tzi
— (2n)!

est solution sur R de 1'équation différentielle (F). De
plus, ensemble des solutions de (E) développables
en série entiere est la droite R . Pour finir, si z > 0,

x = (y/7)? donc

Z ch(v/z)

(
—(v=x)?
=z)™

o
]
o

etsix <0, x=—

ﬁo

+oo
—z )"
o(z) = ;( H" SEar sV
Ainsi, ¢ est la fonction
h iz 20,
p:R=>R, 2z~ ch(vz) s%z 0
cos(v/—x) siz<O.

2. Comme 0 est singularité de (F), terminons la ré-
solution sur I = R* ou I = R} . Par analogie avec la
fonction ¢, introduisons la fonction

{sh(ﬁ)

six >0,

P:R—=>R, z+— )
six <0.

sin(v/—x)
Constatons qu’elle est €°° sur R* et continue mais
pas dérivable en 0. Un calcul sans difficulté prouve
que ¢ est solution sur I de (E). Comme 1 n'est pas
dérivable en 0, elle n’est pas liée a ¢. Mais on sait
que lensemble des solutions de (F) sur I est un plan
vectoriel, donc c’est Vect(p, ).
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[70]

1. Il s’agit d’une série entiére lacunaire, donc on ap-
plique la regle de d’Alembert avec le . Pour x # 0
et n €N,

((n_|_ 1)!)2$2"+3 / (Tl')2 2n+1
(2n + 3)! 2n+1)!
(n+1)a? x?

2(2n +3) notoo 4
Si 22/4 < 1, cest-a-dire |z| < 2, la série entiere
converge absolument ; et si x2/4 > 1, c’est-a-dire
|x| > 2, la série entiere diverge grossiérement. Par dé-
finition, le rayon de convergence cherché vaut R = 2.

1 n!)2
2. Pour n € N, posons a,, = = (n!)

(") @2n)l
On voit donc que pour z € |—2,2],
too (n')2 2n+1 too p2ntl
—t = Ay ———.
2 @ T 2y

En nommant f(z) cette somme, on peut la dériver
terme a terme en tant que somme de série entiere, et
pour tout z € |—2, 2],

“+oo
= Z an 22
n=0
Ou l'on voit que la somme cherchée converge et vaut
+o0
Z ap = f/(l)
n=0

Explicitons f’ et f & laide des fonctions usuelles
sur l'intervalle I = ]—2,2[. Pour cela, trouvons une
relation entre les coefficients de f, notés b,. Pour
n € N, on a vu que

bpr1  n+1
b,  2(2n+3)
c’est-a-dire
22n+3)bpt1 = (n+ 1) by,

Utilisons cette relation pour établir une relation
entre f et f'. Pour x € I,

—+o00
_ 2n+1
= b,
n=0
400

Z(?n + 1) by, 2?
n=0
—+oo
=1+ Z(2n +3)bpyq 222
n=0

f'z) =

Alors
+oo

2f(z) =2+ Z 2(2n + 3) b,y 222
n=0

+oo
=2+ (n+1)b
n=0

2n+2
n L ,

5

5

et
—+o0
Aff(x) =4+ (2n+2)by2*"t?
n=0
—+o0 —+o0
=442 2(271 + 1) b, 2™ + xz by, "t

n=0

— 442 () + 2 ().

Ainsi, f est solution sur I de I’équation différentielle

(E) (4-2?)y — oy =4

D’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, f est

l'unique solution de (E) sur I telle que f(0) =0
L’ensemble des solutions sur I de I’équation homo-

gene associée

(H) (4—2)y —zy=0

est .1(H) = Vect(p), ou pour tout = € I,
: ( =0
_1 2 1

VA —a2

Commentaire. On ne s’inquiete pas d’une constante
additive d’intégration dans I’exponentielle, qui se mue
en une constante multiplicative hors de 'exponentielle,
et ne change pas l'ensemble Vect(y).

Appliquons la méthode de variation de la constante
pour trouver f : elle s’écrit f = ¢g, ou g est une
fonction dérivable sur I telle que g(0) = 0, puisque
£(0) =0 et ¢(0) # 0. En reportant dans (E), on a

(4 —2) (¢ (2) g(2) + p(x) g' (x))
—zp(x)g(x) =4
= (4-27)p(z)d (z)
+ (4 —2%) ¢ (2) —zp(2)) g(a) = 4
=0 car ¢ € Y (H)

4
=90 ===
— g(z) = 2/ _d 4Arcsin(x>.
RVAEIOE 2
Ainsi,

4 Arcsin(%)
flz) = ——=2
V4 —x
Et, en utilisant (F) plutot que de dériver explici-
tement f, on obtient enfin

27

A1) 4
=~ “3T305

4-12 3




