Corrigés des exercices de la huitieme feuille
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1. Soit j € N. Supposons que N = j. Sachant que
chacun des j électrons émis est efficace indépendam-
ment des autres, le nombre de ceux qui le sont suit
une loi binomiale Z(j, p). Donc pour tout k € [0, ],

en notant g =1—7p

CCP

2. Les événements (N = j);en forment un systéme
complet donc d’apres la formule des probabilités to-
tales, pour tout k € N,
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car p+ g = 1. Ainsi, X P(Ap) et E(X) = Ap,
V(X) = Ap.

3. La réponse est surement oui, sachant que les élec-
trons sont efficaces indépendamment les uns des
autres. Prouvons-le.

Sur le méme principe que plus haut, en inversant
les roles de p et ¢, Y ~ Z(Aq). Soient k et ¢ des
entiers. Comme N = X 4+ Y,

P(X=k)N(Y =0)=P(X =k)N(N=k+10)
—P(X =k|N=k+()P(N =k+20)
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=P(X =k)P(Y =¥).
Comme c’est vrai pour tout (k,¢) € N*, il s’ensuit
que l'on a bien X 1l Y, comme on le pensait.

4. Comme N =X +Y,
Cov(X,N) =Cov(X,X +Y)
= Cov(X, X) + Cov(X,Y) =
car Cov(X,Y) =0 puisque X 1 Y.
Or X # 0, donc V(X) > 0. Ainsi, Cov(X,N) >0
donc en particulier, Cov(X,N) # 0. Cela entraine

V(X),

que X et N ne sont pas indépendantes.
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l.a. Comme P(Y = n) ~ 1/n?, Y P(Y = n)
converge. De plus, pour N € N*,
N N
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cest-a-dire que 3.7 P(Y = n) = 1, et l'on a bien
une loi de probabilité d’apres le cours.
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1.b. Soit n € N*. On a
+oo +oo
1 1 1
Z ( Z(k; k—l—l) n
k=n k=n
Donc
PY =n,Y >n)
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2. Soit kK € N. On a
l-—z,=1-P(X=k|X>2k)=P(X=Ek|X>k),

car la probabilité conditionnelle sachant (X > k) est
une probabilité. Donc

l—a,=PX £k|X > k)
PX#kX>k) PX>k+1)
P(X > k) P(X > k)
Alors
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D’apres un calcul de la question 1.b,
PX=n)=P(X=n,X>n)
=P(X=n|X>2n)P(X =n)
n—1
=z, H(l — k).
k=0

Bien-siir par convention, si n = 0, le produit vaut 1.

3. Supposons que X admette un taux de panne
constant, noté a : pour tout n € N, x,, = a et

n—1
X:n):aH(l—a):a(l—a)”.
k=0

On voit que forcément a € ]0,1[. Et P'on reconnait
qualors X +1 ~ %(a).

Réciproquement, si X + 1 ~ % (a), on vérifie sans
peine que le taux de panne de X vaut a.
Commentaire. Le décalage de 1 vient de ce qu’une
variable qui suit la loi géométrique prend ses valeurs
dans N*, et I’énoncé considere que X (£2) = N.
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1. D’apres le cours, si m =1, X ~ % (p).

2. Pour tout n € N, notons X, la variable aléatoire
qui teste la réussite de chaque expérience : X,, ~ Z(p).
L’événement (X = n) traduit le fait que 1'on obtient
m succes pour la premiere fois a la n® expérience, donc
d’une part, cette derniére expérience est un succes,
donc X,, = 1, et parmi les expériences précédentes,
on n’a obtenu que m — 1 succes : ainsi

(X =n)= (X1 4+ +Xn_1=m—1)N (X, = 1).

Puisque les X; sont indépendantes, d’apres le lemme
des coalitions, X,, 1. X7 +---+ X,,_1, donc

P(X:n):P(TiXi:m—1> P(X,

On sait que Z;:ll X; ~ %(n —1,p) donc
n—1

(m B 1>p’"1 1=p)""p.

Ce résultat est encore valable quand n < m car le
coefficient binomial est alors nul.

1).

3. D’apres le cours, pour tout ¢ € |—1, 1],
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Or, pour n > 1,
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4. Pour tout ¢t € [—1,1],
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Cette fonction est dérivable en 1, donc X est d’espé-
rance finie et E(X) = G'x(1) = m/p.

2

3

14

[80]

1. Puisque les X} sont indépendantes, les Y} le sont
aussi. En outre, pour k € N*| Y}, représente la possi-
bilité que la k¢ décimale soit 1, donc Y, ~ %(15).

= L et

2. Soit k € N*. D’apres le cours, FE(Y}) o

V({¥k) =15 (1 - 15) = 105-

3. Puisque les Y; sont indépendantes et suivent la

méme loi de Bernoulli, S,, ~ B(n, %) Alors,

V(Sn/n) =V (S,)/n® = nE(Y1)/n? = 13-

4. C’est I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appli-
quée a S, /n. En effet,

1
10°

E(S,/n) = E(Sy)/n=nE(Y1)/n

5. C’est évident en appliquant les deux questions pré-
cédentes. Mais surtout on reconnait la loi faible des
grands nombres appliquée a la suite (Yy).

CccCp
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D’abord, N(£2) = [0,n].
Dire que N = 0 signifie que les X valent tous 1,
donc en termes d’événements,

(N=0) = ﬁ(xk:u
k=1

Puisque les X sont indépendantes, on peut dire que

P(N:O):P(ﬁ(Xk:1)>
k=1
R -]
k=1 k=1

1
=

e

Soit maintenant k € [1,n]. Dire que N = k signi-
fie que les X; valent 1 si j < k, puis Xy = 0, et les
valeurs suivantes n’importent pas, donc

[

et, toujours grace a 'indépendance des Xy,

k—1

(X,

Jj=1

1)) N (Xk = 0)7



CORRIGES DES EXERCICES DE LA HUITIEME FEUILLE

[82] ccp probabilités totales, on a donc
1. D’apres le cours, S, ~ B(n,p).
2. Commengons par déterminer la loi de N. Comme =
N+1~%0p), (N+1)(2) = N, done N(12) = N. | PEv=k) = P(Sy=k|N=n)P(N=n)
Soit n € N : n=k
P(N =n)=P(N+1=n+1) =3 P(S =K PN =
=p(1—p)" =p(1—p)",

2.a. Soient k € N et z € |—1, 1[. Comme on a le droit _ Z( > )1 — p)n
de dériver terme a terme les séries entiéres, on a

—+oo —+oo
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2.b. Soit k£ € N. Comme Sy (£2) = [0, N], pour réa- PPt —-p)* (1 -p)
liser Sy = k, il est nécessaire que N > k. Avec les - (2p — p?)F+1 - (2 — p)kt1-
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