Corrigés des exercices de la neuvieme feuille

[83]

0 0 1
1. Sans difficulté, H2= [0 0 0 |, et pour tout
p =3, HP = 0. 00 0

2. Nommons A et B les deux matrices.

Constatons que A = I3 + a H 4+ a® H?. De l'iden-
tité (1 — X) (1 + X + X?) = 1 — X3, on tire
(Is—aH)A = 1I3—a®H3 = I3. Alors A est inversible et

1 —a 0
Al=L—-aH=[0 1 —a
0o 0 1

De méme, on voit que B = I3 +2H+3H? = P(H) ou
P =1+2X+3X?2. On pense a la dérivation. Dans R(X),

P:(1—|—X+X2+X3)’
1—X*\" 1-4X°%+3Xx*
1-xX /)

(1-x)2
don (1 - X)2P =

1 —4X3% 4+ 3X* En éva-
luant cette égalité polynomiale en H, on obtient
(I3—H)?B = I3—4H3*+3H* = I3, donc B est inversible
et

B = (I3 — H)? 1 -2 1
=L-2H+H*=[0 1 -2
0 0 1

[84] MP

En développant D,, par rapport a la premiere colonne,
pour tout n > 2,

D,=1+a*)D, 1 —a’D, .

C’est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2
a coeflicients constants, d’équation caractéristique

— (14 a®)r + a® = 0, dont les racines sont claire-
ment 1 et a?. Alors, il existe (A4, B) € C? tel que pour
tout n € N, D,, = A-1"+ B-(a?®)". Comme D; = 1+a?

et Dy =1+ a® + a*, on trouve
1 —a?
A= ——et B=——,
1—a? 1—a?
d’ou
1_a2n+2 n ok
Dy = 17a2 Za

Bien-siir, ce calcul n’est pas valide si a = 1.

Dans le casoua =1, D, = 2D, 1 — D,_5. Ici,
I’équation caractéristique est 72 — 27 + 1 = 0, qui ad-
met 1 comme racine double. Alors, il existe (A4, B) € C?
tel que D,, = (A + Bn)1™. Comme D; = 2 et Dy = 3,
ontrouve A=B=1et D, =n+1.

Finalement, pour tout n € N,

n
D, = E a’®.
k=0

(85]
Le déterminant est
a (0) b
a b
o ¢'
b (0) a |,

Faisons C; < C; + Cap—jq1 pour j € [1,n] puis
L; < L; — Lop_;y1 pour i € [n+ 1,2n]. Alors le déter-
minant devient triangulaire et vaut (a? — b2)".

[86] AM

1. D’abord, pour tout n € N, ¢ est clairement linéaire.

Supposons que ¢ est bijective. Alors on doit avoir
dim(R,[X]) = dim(R?), c’est-a-dire n + 1 = 4, d’ou
n=3.

Réciproquement, supposons que n = 3. Pour montrer
que ¢ est bijective, il suffit de montrer qu’elle est in-
jective puisque dim(R3[X]) = dim(R*). Soit P € Ker .
Alors P(0) = P(1) = P(2) = P(3) =0, donc P admet
0, 1, 2 et 3 comme racines. Comme deg P < 3 et qu’il
admet 4 racines distinctes, P = 0. Donc Ker ¢ = {0} et
o est injective, donc bijective.

Finalement, ¢ est bijective si et seulement si n = 3.

2. Les images par ¢ de la base canonique de R3[X] sont

e(1) = P(X) =
p(X?) = p(X°) =

(1,1,1,1),
(07 ]"4’ 9)7

(0,1,2,3),
(0,1,8,27).

La matrice de ¢ demandée est donc

1 00 0
111 1
A4=17 9 4 s
1 3 9 27

3. Pour obtenir les antécédents de la base canonique de
R4, il suffit d’inverser la matrice A. On trouve facilement
(hum :-), par exemple avec la méthode de Gauss-Jordan,
que

1 0 0 0

11 31

S B B
- 1 -3 9 _1

2 2

1 1 _1 1

6 2 T2 %

On en déduit que

-1

©1((1,0,0,0)) =1 - L X 4 X2 - L X3
(p—l((O,l,O 0)=3X — %XQ + %Xg’
©71((0,0,1,0)) = -3 X +2X% - 1 X3,
©71((0,0,0,1)) =3 X — F X2 4+ $ X°.

Commentaire. On peut aussi reconnaitre les polyndmes
d’interpolation de Lagrange des réels 0,1, 2, 3.
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On confondra les vecteurs de R® et R* avec les vec-
teurs colonnes de 5 lignes et 4 lignes, respectivement.

PivoT. Appliquons le pivot de Gauss en colonnes a la
matrice M de I’énoncé. Les opérations sont effectuées
dans 'ordre ou elles sont écrites. On a

5 1 0 7 6
00101
301 3 4
1 2 1 4 4

0010 5| BTG4

3.3 1 -6 9 C4(—5C4—701

1 9 1 13 14) G550 —6C

50 0 0 0

01 0 0 0] Ca0Cs

3 1-3-6 3| CyeCs—50C,

11 9 13 9

50 0 0 0

001 0 0 0] CaeCy—2Cs

3 1-3 0 0] CyeCy5—0s

11 9-50

Ainsi, en comptant 4 termes diagonaux non nuls, on voit
que rg(M) = rg(f) = 4.

IMAGE DE f. Les colonnes des matrices précédentes sont
constamment dans Im f, donc

5 0 0 0
1 0 0

Imf—Vect( sl ] 23] 0 )
1 1 9 -5

Alternativement, puisque rg(f) = 4, une base de Im f
est tout simplement la base canonique de R*.

NovAu DE f. Enfin, en remontant les calculs précédents,
c’est-a-dire en exprimant les colonnes de chaque étape
en fonction de celles de I'étape précédente, on a

0

=05 —C3=(C5 —5C3) — Cy

— (5C5 —6Cy) — 5Cs — (5C, — C1)
—5C1 —5Cy —5C3+5Cs

o O O

-5
-5
=(C, Cy C3 Cy Cs5)| =5 |,
0
M 5
-5
-5
et | =5 | € Ker f.
0
5

Mais dim R® = dim(Ker f) + rg(f) d’apres le théoréme
du rang, donc dim(Ker f) =1 et

Ker f = Vect

= O = =

2

3

Commentaire. Si I’on avait déterminé le noyau d’abord,
par exemple en résolvant le systeme M X = 0, on aurait
vu que sa dimension est 1, donc que le rang de A vaut
4, et que donc, son image est R* tout entier.

[88]

En développant D, = det(A,) par rapport a sa
premiere colonne, on a D, = 2cosf D,_1 — D, _s.
Cette récurrence linéaire d’ordre 2 a pour équa-
tion caractéristique r? — 2cosfr + 1 = 0. Alors,
D,, = acos(nf) + fsin(nd). On trouve « et  avec
Dy =2cosf et Dy =4cos?6 —1:

Cs

sin[(n + 1)0] .

cosf .
sin 6 sin(n ) = sin 6

D,, = cos(nf) +

Commentaire. Le cas ol sin @ = 0 est laissé au lecteur :-)

(89]
1. Pour k € [0,3], (1 — X)* Zf:o(é) (—1)7 X7, done

la matrice de @ dans la base canonique est

1 1 1 1

0 -1 -2 =3
0 0 1 3
0 0 0 -1

2. Pour k € [0, 3], notons P, = (X —2)*. Les polynémes
Py ont des degrés distinct deux a deux, donc la famille

(Py) est libre. Comme elle contient 4 éléments, c’est une
base de E.

3. Pour k € [0, 3], on voit que

P(1-X)=(3-X)" = (-1)'P,
donc la matrice de @ dans la base (Py) est
diag(1,-1,1,-1).

(90]
Notons & la base canonique de M, 1 (R) :
det(M') = det»(C1,Cs, ..., Ch).

Comme le suggere 'énoncé, notons S = Y 1 | C; la
somme des colonnes de M. Alors les colonnes de M’
sont Cf, =S — C, :

AM

det(M') = det5(S — C1, S — Cs,..., 5 — Cy).

En ajoutant les autres colonnes de ce déterminant a la
premiere, puis en factorisant la premiere colonne,

det(M') = detg((n —1)S,5 — Cy,...,S - C,)
=(n—1)detg(S,S —Cs,...,5 —Cp).
En soustrayant la premiere colonne aux autres,
det(M') = (n — 1) det (S, —Cs, ..., —C,).

Enfin, en ajoutant & nouveau les autres colonnes a la
premiere,

det(M') = (n — 1) det5(Cy, —Cs, ..., —Ch)
= (7’L — 1) (_1)n—1 det@(ch 02, ey Cn)
= (n—1)(=1)"" det(M).
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1. Tout d’abord, d’apres le théoréme du rang,

3 = dim(Ker f) + dim(Im f),

MT

donc il suffit de montrer que R3 = Ker f + Im f ou que
Ker fNIm f = {0}.

Soit « € Ker f N Im f. D’une part, f(z) = 0 et

d’autre part, il existe y € R3 tel que x = f(y). Alors,
f?(y) = f(z) =0, donc f3(y) = 0. Mais f3 = —f, donc
—f(y) =0, dott x = 0. Ainsi, Ker f NIm f = {0} et
R3 =Ker f @ Im f.
2. Dans une base adaptée a cette somme directe, la pre-
miére colonne de la matrice de f sera nulle. Construisons
une telle base. Il suffit de choisir k& € Ker f ~ {0} et une
base (a,b) de Im f.

Soit a € Im f~ {0} : c’est possible car f # 0. Il existe
c € R3 tel que

a= f(c) = —f(c) = = f2(f(c) = —f*(a).
Alors, en posant b = —f(a), on voit que f(b) = a, et
naturellement f(a) = —b. Alors, si (a,b) est une base de
Im f, dans la base (k,a,b), la matrice de f a la forme
voulue.

Montrons que (a,b) est une base Im f. Soit
(\, 1) € R? tel que Aa + ub = 0 (). En appliquant f,
comme f(a) =—bet f(b) =a, —Ab+ pa=0 (x*). En
faisant \ () + p (%), on obtient (A% + p?)a = 0, d’oit
A=p=0 (car a # 0) et (a,b) est libre, donc c’est bien
une base de Im f.

[92]

1. Par linéarité de I'intégrale, @ est clairement linéaire.
Soit P € E. On a

®(P)(X)=P(X +1) — P(X).
Or P(X +1) et P(X) ont méme terme de plus haut
degré, donc deg(®(P)’) < deg(P) — 1. 1l s’ensuit que
deg(®(P)) < deg(P) < n et &(P) € E. Finalement,
P e L(E).
2. Déterminons la matrice de @ dans la base canonique
de E. Pour k € [0,n],

CCP

X+1
@(X’f):/ thdt
X
1
— X 1k+1*Xk+1
(X +) )
k
1 <k+1> ,
(e
k+1j:0 J
k—1
1 k+1 .
XMZ( _ )XJ sik>1,
l<:—|—1j:0 j
1 sinon.

Alors la matrice de @ est triangulaire supérieure, avec
des 1 sur la diagonale. Donc det(®) = 1.

(93]

1. D’apres le théoreme du rang,
2 = dim(Im f) + dim(Ker f) = 2dim(Ker f)
donc dim(Ker f) = 1.

CcCp

3

3

COs &

2. Puisque Im f = Ker f =R <sina

>, la matrice de f

dans la base canonique est
__(acosa bcosa
" \asina bsina /)’

ott (a,b) € R% En outre, on doit avoir

() = )
0
K

= (acosa + bsin a) (
Comme cos a et sin « ne sont pas nuls en méme temps,

Z) est sur la droite de R?

acos? a + bcos asin o
acos asin a + bsin? a

COS (v
sin o

cos «
sin o

acosa + bsina = 0. Alors <

sin o

dirigée par
seep —cosa

(3)=(

v-(
[94]

Nommons (eg, ea,e3) la base canonique de R? et u
I’endomorphisme de R? canoniquement associé & A.
Nous cherchons une nouvelle base (g1, €2, €3) de R dans
laquelle la matrice de u soit T'. Alors on doit avoir
u(e1) = €1, u(ez) = €1 + €2 et u(es) = —e3. En expri-
mant ces égalités vectorielles dans la base (e, ez, e3), en
notant x;, y; et z; les coordonnées de ¢; dans la base
canonique, pour ¢ € {1,2, 3}, on résout

>, donc il existe r € R* tel que

sin «

. Finalement,
—cosa

7 oS o sin «v —rcos® «
—rcosasina )’

rsin? o

ITIE

Z1 Z1
Aly | =1 |,
21 21

d’ott 1 =0 et 4y; + 21 = 0, et ’on choisit

X1 0
vy | = 1
Z1 —4

De méme, on résout

To 0 T2
Al y | = 1)+ |,
2 —4 22

d’ou x5 = % et 4y + zo = 0, et 'on choisit

1
To 5
Y2 | = 1
z9 —4
Enfin, on résout
€3 T3
Alys | == ws |,
z3 Z3

d’ou x5 +y3 =0 et 2y3 + 23 = 0, et 'on choisit

X3 1
ys | = -1
z3 2

Alors, on peut écrire A = PTP~! en posant

0o 1 1
P= 1 1 -1
-4 —4 2

Il s’ensuit que A et T sont bien semblables.



