Exercices de colles — quatorzieme semaine

[1] ccp

Etudier I'intégrabilité sur |1, 400 de la fonction

Nommons f la fonction, continue sur ]1, +00[.

ETUDE SUR |1,2]. Au voisinage de 1,

:1771+0(z71)w 1
G-DvE Va1

Comme % < 1, la fonction = +— 1/v/x — 1 est inté-
grable sur |1, 2], donc f est aussi.

flz) =

ETUDE SUR [2, +0c[. En +o0,
Vinzx 1

4/3

Comme % > 1, la fonction « — 1/2*/° est intégrable

sur [2, +oo[, donc f l'est aussi.
Finalement, f est intégrable sur |1, +o0].

[IT} 1E

1. Déterminer ’ensemble de définition de
“+o0 efmt
TT dt.
f /0 VIitit

1
2. Montrer que f est de classe ¢ sur R .

1. Soit € R. La fonction & : t — ———— est conti-
nue et positive sur I = [0, +o00[. V 1+t

Six <0, limyeh = 400 donc h n’est pas inté-
grable sur 1.

Siz=0,h(t) ~100 1/V/t et t = 1/4/t n'est pas
intégrable sur [1,4o00[ donc h non plus.

Enfin, si 2 > 0, h(t) <joo e 7Y% o1 t > e771/2
est intégrable sur I car § > 0, donc h est intégrable
sur I.

Ainsi, f est définie sur A = R .

2. Considérons la fonction

efzt

VIFt

o Par opérations usuelles, pour tout t € I,
x +— g(z,t) est de classe €' sur A. De plus, pour

g: AxI =R, (z,t) —

tout (z,t) € A x I,
t —xt
99 gty = ~ L
ox VIt

o Pour tout = € A, t — g(z,t) est continue (par
morceaux) et intégrable sur I, comme on I’a prouvé
ci-dessus.

o Par opérations usuelles, pour tout x € A,
t— 32 (x t) est continue (par morceaux) sur I.

o Pour tout segment [a,b] C A, avec 0 < a < b, tout
x € [a,b] et tout t € I, /T+¢ > +/t donc

@(‘T t) \/,Ze—a?t < \/Ze—at7

ox

ol t v/t e~ est continue (par morceaux) et inté-

grable sur I car Vte % < e~ /2 et a > 0, donc

% vérifie ’hypothése de domination sur [a,b] x I.
Alors

e pour tout = € [a,b], t — %(m,t) est intégrable
sur [ ;
e la fonction f est de classe € sur [a,b];

e pour tout x € [a,b],

+oo a “+o0 t —xt
’ g €
= t)dt = dt.
f(@) /0 5, & 1) /0 T

Puisque tout cela est vrai sur tout segment
[a,b] C A, f est de classe € sur A, et expression
de f’ est encore valide.

111 AM
Etudier I'intégrabilité sur ]0, 1[ de la fonction
z—1
T — .
Inx

La fonction f : ¢ — =1 est continue sur ]0, 1[. Au

voisinage de 0, f(t) ~ — 0, donc f se prolonge

lnt
par continuité en 0 et elle est intégrable sur ]0, 1]. Au
voisinage de 1,
t—1 =1
t) = =1
1®) ln(1+t—1) t—1 ’

donc f se prolonge par continuité en 1 et elle est
intégrable sur [1,1[. Ainsi, f est intégrable sur ]0, 1.

(IV] TPE

Etudier la classe €* de la fonction

Fires Foo sin(xt)
x
1+t2

Posons I =R%, A=Ret

sin(zt)
t(14¢2)
o Pour tout t € I, z — g(x,t) est de classe ¢! sur A

g: AxI—=R, (z,t)—

et pour tout (z,t) € A x I,
@(m,t) _ cos(xt).
Ox 14 ¢2

o Pour tout z € A, t — g(z,t) est intégrable sur I :
en effet, quand t — 0, g(x,t) — x et t — x est
constante donc intégrable en 0; et quand ¢t — 400,
lg(z,t)| < 1/t3 et t — 1/t3 est intégrable en +oo.
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o Bien-siir, pour tout = € A, t > 3¢ (x t) est conti-

nue sur /.
o Enfin, pour tout (z,t) € A x I,
dg 1
t
‘ Oz (@, )’ 1+1¢2

olt t — 1/(1 + t?) est intégrable sur I.
Alors,
e pour tout x € A, t — a 9 (x,t) est intégrable sur I ;
e la fonction f est de classe €' sur A
e et pour tout x € A,

ro= [ ”

cos(zt)

1+ ¢2 dt.

4

Etudier Pintégrabilité sur ]0, +-o00[ de la fonction

sint
t+1In t)

CcCP

fit— exp(
CONTINUITE. La fonction f est continue sur ]0, +o0].
ETUDE SUR ]0,1]. Au voisinage de 0,
f(t) = e texp(Int(1+ O(t?)))
=te texp(O(t*Int)) ~ t,

donc limg f = 0 et f est prolongeable par continuité
en 0, donc elle est intégrable sur 0, 1].

ETUDE SUR ]1,+oc0]. Au voisinage de oo,
Intsint/t = o(1) donc f(t) ~ e % Or ¢t — et est
intégrable sur [1,4o0[ donc f aussi.

CONCLUSION. f est intégrable sur |0, +o0].

VI ccp

Considérons la fonction

;. xH/—Foo

1. Donner son ensemble de définition.

te—mt

2. Etudier sa classe € sur cet ensemble.

1. Soit x € R. Tout d’abord, la fonction

tefzrt

et —

h:t—

2

2

est continue sur I. De plus, h(t) ~;—o 1, donc h
est prolongeable par continuité en 0 donc elle est
intégrable sur |0, 1]. Enfin,

te—a;t
h(t) ~
( ) t—4oo et
Siz < —1, cet équivalent tend vers 4+oco et h n’est

pas intégrable sur [1,+oo[. Maissix > -1, 2+1> 0
donc

= e~ (@HDT,

t67($+1)t < ef(a:+l)t/2

t——+o0
et Pon sait que t — e~ (@FDH/2 est intégrable sur

[1,4o00] car (z +1)/2 > 0. Donc h est intégrable sur
[1, 400 quand z > —1.

Ainsi, f est définie sur A =]—1,4o0].

2. Posons
g: AxI =R, (z,t) — tte_wt.
et —1

o Par opérations usuelles, pour tout t € I,
x + g(x,t) est de classe €' sur A. De plus, pour
tout (z,t) € A x I,

ag t2 e—LEt
99 (2,t) = — .
Oz (2,7) et —1

o On a vu précédemment que pour tout x € A,
t — g(z,t) est intégrable sur 1.
(z,1)

9g

o Par opération usuelles, pour tout = € A, 37

est continue sur I.
o Pour tout segment [a,b] C A, avec —1 < a < b,
pour tout z € [a,b] et pour tout ¢ € I,

99
EMCIDIES
Clairement, ¢ est continue sur I; en 0, ©(t) ~ t et
t — t est intégrable sur |0,1] donc ¢ l'est aussi;
et en +oo, p(t) ~ t2e (et « =(@tD)t/2 oy
t e~ (@FD/2 ot intégrable sur [1, +-00] car a+1 > 0,
donc ¢ l'est aussi. Ainsi, % vérifie I’hypothese de
domination sur [a,b] x I.
Alors
e pour tout = € [a,b], t —
sur [ ;
e f est de classe € sur tout [a,b];
e pour tout x € [a,b],

400 42 —xt
t“e
!/
T —
f(@) /0 p—
Comme tout cela est vrai pour tout segment

[a,b] C A, f est de classe ¢! sur A et 'expression de
f! est encore valide.

t2 efat

el —1

o(t).

%(l‘,t) est intégrable

dt.



