Exercices de colles — quinzieme semaine
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Z] de la suite des fonctions

1. Etudier la convergence sur [0
fn i x> cos™(x) sin(z).
2. On pose gn = n fn. Etudier la suite (Ja /2 gn)-
3. Que dire de la suite de fonctions (gn) ?
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1. Comme f, est 2m-périodique, impaire et que pour = € R,
fn(m —z) = (=1)" fn(x), menons I’étude sur [0, 7).

CONVERGENCE SIMPLE. Soit z € [0, §]. Siz =0, fa(z) = 0.
Sixz #0, |cosz| <1 donc llmn*)Jroo fn(z) = 0. 1l s’ensuit

que (fn) converge simplement sur [0, 5] vers la fonction nulle.

CONVERGENCE UNIFORME Pour z € [0,F] et n > 1,
fh(x) = cos™ ' 2 (—nsin? x + cos® x) donc

fylz(x) =0 < x:Arctan% ouzxr = g

Alors, pour « € [0, 5],

|fn(z)] < fr (Arctan %) < sin (Arctan %) < %

donc (f,) converge uniformément sur [0
nulle.

, 5] vers la fonction

2. En posant u = cosx,

/2 1
. n
ncos" xsinzdr =n | u"du= —_—
o o n+1 notoo

3. On voit sans difficulté que (gn) converge simplement vers
la fonction nulle sur [0, 7]. Mais comme foﬂ/z gn 7 0, (gn) ne
converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, Z].
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1. Donner le domaine de définition de la fonction

+oo 1 _
frx— / 1 = cos(zi) C;S(It) e "dt.
0

2. Déterminer f” et en déduire f.

1. Posons I = ]0,4o0][. Soit € R. Tout d’abord la fonction

1—cos(zt) _4
2

est continue (par morceaux) sur I. De plus, h(t) ~i0 3 2.
L’équivalent est valide méme si z = 0, car h est alors la
fonction nulle. Alors h est prolongeable par continuité en 0,
donc elle est intégrable sur |0, 1]. Enfin, |h(t)| <i—+o0 1/t
ol t ~+ 1/t? est intégrable sur [1, +-oo[, donc h I'est aussi.

Finalement, h est intégrable sur I et f est définie sur
A=R.
2. Montrons que f est de classe €2 sur A. Introduisons la
fonction

h:t—

1 —cos(zt) _4
————Ze .

t2
o Par opérations usuelles, pour tout t € I, z — g(z,t) est
de classe €2 sur A. De plus, pour tout (z,t) € A x I,

) in(zt 0? _

8i (z,t) = sm(tx )e et 8—‘2(30 t) = cos(zt)e
o On a vu précédemment que pour tout z € A, t — g(z,t)
est continue (par morceaux) et intégrable sur I.

Par opérations usuelles, t +— %(m,t) est continue (par

morceaux) sur I. Et pour tout ¢t € I, |%(m,t)|
t — e~ ! est intégrable sur I, donc ¢ — %(m

g: AxXI =R, (z,t) —

< |zle™, on
,t) Dest aussi.

Ici, la majoration est valide sur I tout entier, donc il n’est
pas nécessaire de le couper en deux pour l’integrabllité
o Par opération usuelles, pour tout x € A, =5 (z,t) est
continue (par morceaux) sur I.
o Enfin, pour tout (z,t) € A x I, |8x2 (x,t)] < e, ou
t + e7" est intégrable sur I (bis) et ne dépend pas de z,
donc constitue une domination valide.
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Il s’ensuit que
2
e pour tout z € A, t — %(I7 t) est intégrable sur I;
e f est ce classe €2 sur A;
sin(xt) _
/ tde,

e pour tout z € A,
+oo o
fa= [ e
0
. +oo 82
f (av):/0 8932 (z,t)d :/ cos(zt)e " dt
+o0 . 1
=Re / eI g ) = .
0 1+ 22

Comme f'(0) = 0, f'(x) = Arctanz. Alors, comme
f(0) =0 et en intégrant par parties,

f(z) = z Arctanz — § In(1 + )

II1 MP
Soit f € €([-1,1],R). Etudier
1
lim l/ L(t)dt

notoom J_; 14+ n2t?

En posant u = nt,

Yonf) o " IG)
/_11+n2t2dt_/n1+u2du'

Considérons les fonctions

fG)
1+ u?
0 sinon.

Foius si u € [-n,n],
n

Elles sont continues par morceaux sur R. On voit que la suite
de fonctions (f,) converge simplement sur R vers la fonction

O
1+u2’

laquelle est continue sur R. De plus, pour tout u € R,

LIS

[falw)] < M=

ott la fonction u + 1/(1 4+ u?) est intégrable sur R.

On peut donc utiliser le théoreme de convergence domi-
née : les f, et leur limite simple sont intégrables sur R, et
I'on peut passer & la limite sous le signe [. Comme

trG) [
T du—/ fn(u)du,

— 00

on peut écrire

lim 1/1 nft)

n—+4oco T 11+n2t2
LT AO)
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