Exercices de colles — deuxieme semaine

m WP

Soit une matrice A € 9M,,(R) telle que A* + A = 0.
Montrer que

M, 1(R) = Ker A Ker(A+1,,) @ Ker(A* — A+1,,).

Raisonnons par analyse-synthese.
Posons E = M, 1(R). Soit X € E.

ANALYSE. Supposons qu'il existe U € KerA,
V € Ker(A+1,) et W € Ker(A? — A+ I,,) tels que

X=U+V+W

Ona AU =0, AV =-Vet (A2—-A+IL,)W =0,
ou encore A2W = AW — W. Alors

AX =AU +AV + AW = -V + AW,
A2X = —AV+ AW =V + AW - W,
A3X = AV + AW — AW = -V —W.
Donc immédiatement,
X+A*X =1,
et moins immédiatement,
AX - A’X + A°X =-3V.
Donc
W=X-U-V
=X - (X+AX)+3(AX - A’X + A°X)
=1(AX - A°X —2A%X).
SYNTHESE. Posons
U=X+A%X,
V=-1(AX - A’X + A*X),
W=3(AX-A*X -24°X).
A D’évidence, puisque c’est de 1a qu’on vient, et
pour se rassurer,

X=U+V+W
De plus, puisque A* = — A,
AU=AX+A'X =AX - AX =0

et U € Ker A.
De méme,
AV = -1 (A’X - A’ X + A*X)
= 1(APX-AX-AX)=-V
et Ve Ker(A+ 13).
Enfin,

AW = J(A’X — A3X +2AX),
AW =1(AX + AX +2A%X),

ot lon voit que A2W — AW + W = 0 et
W € Ker(A? — A+ I,,), ce qui valide la synthese.

CONCLUSION. D’apres le raisonnement par analyse-
synthese, on obtient bien la somme directe annoncée.
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Résoudre I’équation différentielle

zy’ —y + 823y = 23 cos(vV21?).
On pourra poser t = z2.

NotATIONS. Nommons (F) I’équation. Posons
I = R*, I, = RY et k € {1,2}. Posons encore
J =R}, pour différencier deux roles différents.

INTERVALLE DE RESOLUTION. Puisque 0 est un singu-
larité de (E), on résout (E) sur I'intervalle Ij,. Consta-
tons que sur I, toute solution de (E) est de classe €.

CHANGEMENT DE  VARIABLE. L’application
w: Iy — J x v~ t=2z? est bijective et €2, ainsi
que sa réciproque. Alors, a toute solution y de (E)
sur Iy est associée une unique fonction z : J — R de
classe €2, définie par z = you ™!, ou encore y = zou

préférablement.

NOUVELLE EQUATION. Soit y : I, — R une solution
de (F) sur Ij,. En notant y = zou,onay’ =u -2’ ou
ety =u" 2 ou+u?- 2" ou. Ainsi, pour tout x € I,
y' () =222 (22), y"(x) = 22" (2?) + 422 2" (2?) et

2y/'(x) — o/ (2) + 82 y(x) = o cos(v/2a?)
— 4232 (2?) + 823 2(2?) = 23 cos(V2?).

Comme z # 0 et que l'on a posé t = z?

simplifier par 23 et I'équation

, on peut

(E) Vr € Iy,
2y"(2) — ¢/ (2) + 827 y(x) = o* cos(v2a?)
équivaut a I’équation

(L) Vi€ J, 2 (t) +22(t) = 1 cos(vV2t).

RESOLUTION DE (FE) SUR [Ij. Sans difficulté, I’en-
semble des solutions de (L) sur J est

{gap: T =R, t o cos(V2t) + Bsin(vV2t)
+ Y2 ¢5in(v21), (o, B) € R?}.

Donc I'ensemble des solutions de (E) sur I est

{fk@ﬂ Iy — R, t— acos(\@:cQ)
+ Bsin(vV2z?) + ‘1/—659:2 sin(v2x?),
(o, B) € R?}.
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IT1
Considérons f € £(R?) tel que Ker f = Im f.
1. Quelle est la dimension de Ker f 7
cos o >
sin «v

Montrer qu’il existe r» € R* tel que la matrice de f
dans la base canonique s’écrive

(
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2. On suppose que Ker f =R <

=T COS2 (&%

—7rcos asin o

7 COS (¢ Sin &
rsin?

«
1. D’apres le théoreme du rang,

2 = dim(Im f) 4+ dim(Ker f) = 2dim(Ker f)
donc dim(Ker f) = 1.

COS &
sin o

2. Puisque Im f = Ker f =R (

), la matrice de
f dans la base canonique est

w=( ).

ott (a,b) € R% En outre, on doit avoir
v (Gna) = )

= (acosa + bsin ) (
Comme cos « et sin & ne sont pas nuls en méme temps,

acosa bceosa
asina  bsina

acos® a + bcosasina
acosasina + bsin? a

CoS &
sin o
0
0

CcoS v
sin o

acos a+bsin o = 0. Alors est sur la droite de R?

a
b
sin «v

), donc il existe r € R* tel que
—cos

dirigée par (
(5)=r(

M

sin «
—cos«

(
1V]

Résoudre I'équation différentielle

a
b

) . Finalement,

—rcos?a
—7rcosasin o

7 COS ( Sin «

rsin® o

).

AM

y' +2y +y=e"Inz.
PRESENTATION. Il s’agit d’une équation différentielle
linéaire scalaire d’ordre 2 a coeflicients constants :
nommons-la (E). Cependant, la fonction z — e~ " Inz
n’est définie et continue que sur I = R% . C’est donc
sur I que nous menons la résolution.

EQUATION HOMOGENE. L’équation homogeéne asso-
ciée est (H) y”"+2y'+y = 0; 'équation caractéristique
est (C) r? +2r+1 =0, dont —1 est racine double.
Donc I'ensemble des solutions sur I de (H) est

{z— (az+B)e ", (a,B) R}

Commentaire. Bien-slir, (H) peut se résoudre sur R.

2(3

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre de (E)
n’a pas la forme rencontrée en cours. Utilisons donc
la méthode de variation de la constante.

Choisissons une solution sur I de (H) qui ne s’an-
nule pas, par exemple la fonction x — e~*. Et cher-
chons une solution particuliére de (E) sous la forme
Y(x) = a(z)e® ol a est une fonction deux fois déri-
vable sur I. En reportant dans (F), pour tout z € R,
1 2

9 AN 2
o(z) =Inz dot a(z) = 2°lnz — 3z

2
On a choisi arbitrairement les constantes d’intégra-

tions nulles, car I'on cherche une solution particuliere
de (F).

EQUATION COMPLETE. Finalement, ensemble des
solutions sur I de (E) est

Ne " +(ax+p)e ™, (a,B) € RQ}.

{z—2*(inz-3
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V1
Soit E = Ry[X]. Considérons les formes linéaires
définies pour tout P € E par

po(P) = P(0), ¢1(P) = P'(0), pa(P) = P"(0),

1
¥1(P) = P(1), s(P) = /0 Pt)dt.

1. Montrer que les familles & = (¢, ¢1,p2) et
€ = (po,¥1,12) sont des bases de £(F,R).

2. Déterminer la matrice de passage de & a ¥.

1. Comme ces familles contiennent 3 vecteurs et que
dim £(F,R) = 3, pour montrer qu’elles sont des bases
de £(E,R), il suffit de montrer qu’elles sont libres.

LA FAMILLE %. Soit (A, A1, \2) € R3 tel que
Ao o + A1p1 + Az2p2 = 0.
Cela signifie que pour tout polynéme P € F,
Aopo(P) + A1 p1(P) + A pa(P) = 0,
autrement dit
Ao P(0) + A1 P'(0) + Ao P"(0) = 0.

En évaluant cette relation sur les polyndémes de la
base canonique (1, X, X?) de E, on obtient immédia-
tement \g = Ay = A2 = 0. Ainsi, la famille & est
libre, ce que 1’on voulait.

LA FAMILLE %. Soit (uo, g1, p2) € R? tel que

popo + p1 1 + pe e =0,
c’est-a-dire que pour tout P € E,

1
1o P(0) + 1r P(1) + /0 P(t)dt = 0.
En évaluant toujours sur la base (1, X, X?) de E, on
obtient le systeme
po+p1+  pe =0,
p+ 2 =0,
p1 + 3 p2 = 0.

Une résolution facile donne pg = p1 = pe = 0, donc
€ est libre.
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2. La matrice P de passage de & a € contient, en

colonnes, les coordonnées des vecteurs de € dans 4.

Pour commencer, oo =1-¢g+0-p1+0-po.
Puisque # est une base de £(E,R), on peut écrire

1 = appo + a1 p1 + a2,
donc pour tout P € F,
V1(P) = agpo(P) + a1 1(P) + az p2(P),
c’est-a-dire
P(1) = ap P(0) + oy P'(0) + az P"(0).

En évaluant cette relation sur la base (1, X, X?2) de E,
on a immeédiatement

1

ag =1, oqzleta2=§.

De méme, 2 = By o + B1¢1 + B2 p2, donc pour
tout P € E,

Y2 (P) = Bowo(P) + Brp1(P) + Bap2(P),
ou encore
1
| Pt =50 P(O) + 5:P'(0) + 52 P"(0).
0
En évaluant en (1, X, X?2),

Bo=1, p1=73et Bo=¢.

Alors, la matrice de passage cherchée est

11 1
0 1 1

1 1
0 3 5
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Sur |1, 4+o00[, résoudre 'équation différentielle

y//+4y/+4y: Le—zx_
T

3

3

PRESENTATION. Nommons (E) cette équation. Sur
I J1,+00[, les fonctions z — 1, z — 4 et
x> re 2% /(xr —1)? sont continues.

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique
est (C) r? +4r +4 = 0, qui admet —2 comme racine
double. L’ensemble des solutions sur I de I’équation
homogene (H) est donc

{z— (azx+ B)e 2%, (a,B) € R?}.

SOLUTION PARTICULIERE. Utilisons la méthode de
variation de la constante. Puisque = — e ™27 est une
solution sur I de (H) qui ne s’annule jamais, cher-
chons une solution particuliere sur I de (E) sous la
forme y : x > a(z)e™2* ol a est une fonction deux
fois dérivable. En reportant dans (F), on obtient

neoN T =141

Gl Fro s A PR
! 1
_a:—1+(m—1)2'

Comme on cherche une solution particuliére de (E),
intégrons en choisissant arbitrairement des constantes
d’intégration nulles :
1
x—1
az)=(z—1)In(z—-1)—(z—1) —In(z - 1)
=(@—-2)In(x—1)—z+ 1.

o (z) =In(x —1) —

Donc une solution particuliere sur I de (E) est
i (x—2)In(z —1)e 2 4+ (—x + 1) e 2",

Et comme z +— (—2+1)e~2% est solution sur I de (H),
x+— (x —2)In(x — 1) e~2% est aussi une solution par-
ticuliere sur I de (E).

CONCLUSION. Ainsi, ’ensemble des solutions sur I
de (F) est

{z— (z—2)In(z—1)e " + (az + B)e 7,
(o, 8) € RQ}.



