Exercices de colles — troisieme semaine

(1]
Calculer le déterminant
1 2 3 4 n
11 2 3 n—1
1111 --- 2
1111 --- 1

En commengant par la premiere et jusqu’a l’avant-
derniere, a chaque colonne, on soustrait la suivante :
le déterminant devient

-1 (1) n
’ _ (_1\n—1
L =(-1)
(0) 1
(1T} AM

Pour n € N calculer A™ de deux manieres diffé-
rentes, ou

Soit n € N.

PREMIERE FAGON. On peut écrire A = 1 (I3 + J) ol
J est la matrice remplie de 1. Clairement, J? = 3.J,
donc pour tout n € N*, J* = 3"~ 1 J. Comme I3 et J
commutent,

n_in n k
A _4n’;)<k>J

71 " /n k1
_4n<13+;(k>3 J)

1 1 " /n
= — I+ —— ko1
IR YT <Z<k)3 )J

k=0
1 (1+3)"—1)
:—I _—
3t 3. 4n d

1 1 1
= — —(1—-—J.
4n.[3+3( 4n>J

DEUXIEME FAGON. Calculons :

6 5 5

1
5 6 5 :ZA—ZIS.
5 5 6

4=
16

Ainsi, le polynéme P = X2 — gX + % est annula-
teur de A. D’apres la division euclidienne, il existe
d’uniques Q,, € R[X] et (an,bn) € R? tels que

(*) X"=PQ, +a,X +b,.

En évaluant (x) en les racines 1 et 1 de P, on a

1" = ay, + by,
1 1
E = Zan+bn7

d’ou

4 1 4/ 1 1
(

En évaluant (%) en A, on obtient finalement

. 4 1 401 1

ITI
Soient ay,...,a, et by,...,b, dans K. Calculer le
déterminant
1 1 1 1
b1 ay ap N A
b1 bg an ... Qo
bl b2 b3 Qp

Le déterminant est de taille n + 1. Pour j dé-
croissant de n + 1 a 2, faisons C; <— C; — Cj_1. Le
déterminant devient

1 0 0 0
b1 a1 —0b; 0 0
b1 bg—bl ag—bz 0
bl bg 761 b37b2 (lnfbn

= H(az — bl)

E CCP

Soit A € 9, (R) telle que A3 —2A%2—5A4+615 = 0.
Pour tout k € N, exprimer A* & l'aide de I3, A et A2.

Le polynéme
P=X*-2X?-5X+6=(X+2)(X—-1)(X-3)
est annulateur de A.

Soit k € N. Effectuons la division euclidienne de
Xk par P : il existe Qp € R[X] et Ry € Ry[X]
tels que X* = Qp P + Ry (). En évaluant cette
égalité en les racines de P, —2, 1 et 3, on obtient
Ri(=2) = (=2)%, Ri(1) = 1* =1 et Rx(3) = 3*. En
écrivant Ry = ax X2 + by X + cg, ot (ag, by, cx) € R3,
on trouve sans difficulté :-)

ar = 15 (=2)* — § + 153",
by = —15 (=2)" + § + 153",
ch=1(-2)"+1-13"
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Enfin, en évaluant (x) en A, on obtient
A}IC = Rk(A) = akA2 + b A+ cp I3
— (B (2= bt b3 A
(% (-2 +5+43M4
(-2 +1-13M.

Calculer det(A) ou A = (a;;) € Man(R) vérifie

aii = @, @iont1—; = b et a;; = 0 sinon, o (a,b) € R2.

a (0) b
(O ()
b (0) al,,

2

Faisons C; < C; + Cay_j41 pour j € [1,n] puis
L; < L; — Lap_iq1 pour @ € [n+1,2n]. Alors le
déterminant devient triangulaire et vaut (a? — b)".

[VI] MP
-2 2 -1
Inverser la matrice 1 2 2
2 1 -2

Sans difficulté, par exemple avec la méthode de
Gauss-Jordan, on trouve

L2012
pt== 2 2 1
I\1 2 2

2



