Exercices de colles — quatrieme semaine

[1] ccp
Soit Papplication f définie sur My (C) par
f(M)=M+Te(M) L.
1. Montrer que f est un endomorphisme.
Donner son noyau et son rang.

2. Déterminer sa matrice dans la base canonique
de 93?2(((3)

3. Trouver un polynéme annulateur de f de degré 2.

4. L’application f est-elle inversible ?

Si oui, donner f~!.

1. Posons E = M, (C).

Pour toute matrice M, f(M) est clairement une
matrice. De plus, par linéarité de la trace, f est aussi
linéaire, donc c’est bien un endomorphisme de F.

Soit M € Ker(f). Alors M = —Tr(M) I, donc

Tr(M) = =2 Tr(M) d’ou Tr(M) = 0 et M = 0.

Comme 0 € Ker(f), Ker(f) = {0}.
D’apres le théoreme du rang,

rg(f) = dim(FE) — dim(Ker(f)) = 4.
2. Notons & = (Ei, Es, E3, FE4) la base canonique

de F, avec
1 0 0 0
E1_<O 0>7 E2_<1 O)?
0 1 0 0
B=(50) 2= 1)
On a
2 0
f(El)—<O 1)—2E1+E4,
0 0
re) = (4 )=
0 1
f(E3):<O O)ZE?)
1 0
f(E4):<O 2):E1+2E4
Donc
2 0 0 1
01 0 O
A=matg(f) = 00 1 0
1 0 0 2

3. On a facilement

5 0 0 4
2 |10 1 0 0 _ _
A = 00 10 =4A—31y4,
4 0 0 5
donc f2—4f+3idg = 0 et X2—4X +3 est annulateur

de f.
4. Alors on peut écrire

(f —4idg)o f=-3idg
ou encore

t(4idg —f)o f=idg,
d’ou l'on tire que f est inversible et que

= %(4 idg —f).

Ainsi, pour tout M € F,

fTHM) =M — 3 Te(M) L.

(11}

Une maladie rare affecte une personne sur 10 000.
Un test détecte la maladie chez un malade avec une
fiabilité de 99%. Malheureusement, ce méme test se
révele positif pour une personne saine dans un cas
sur 1000. Quelle est la probabilité qu'une personne
soit réellement malade quand son test est positif ?

Considérons les événements
— M : « la personne est malade »,
— T : « le test est positif ».
D’apres la formule de Bayes,

P(T|M)P(M)
P(T|M)P(M)+ P(T|M)P(M)
B 0,99-10—4
©0,99-1074 +10-3(1 — 10—4)
~ 0,09.

P(M|T) =

Commentaire. A V'inverse,
P(M|T)=1-P(M|T) ~0,91.

Cela signifie que le test systématique de la population
ne serait pas efficace, puisqu’une écrasante majorité
des personnes révélées par le test seraient en réalité
saines. Autrement dit, le test n’est pas assez fiable
par rapport a la rareté de la maladie.
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On considére une famille (f1,..., fp) d’endomor-
phismes d’un espace vectoriel E tels que

— Y fi=idp;
- V(Z?.j) S [[Lp]]27 17&] - fi ofj =0.
Montrer que les f; sont des projecteurs de F et que

E= 695;1 Im(f;).

CCP16

MONTRONS QUE les f; sont des projecteurs de FE.

Soit j € [1,p]. En composant la premiére relation
par f;, on a (3.F_, f;) o f; = idgofj, cest-a-dire
SF | fiof; = f;. Grace & la seconde relation, pour
tout ¢ € [1,p] tel que i # j, f; o f; =0, donc il reste
fio f; = f;, ce qui signifie que f; est un projecteur
de E.

MONTRONS QUE E = >"F_ Tm(f;).

Bien entendu, > ¢_, Im(f;) C E puisque les Im(f;)
sont des sous-espaces vectoriels de E.

Et en évaluant la premiere relation en un x € E
quelconque, Y F_, f;(x) = x, ot pour tout i € [1, p],
fi(z) € Im(f;). Cela signifie que z € ».7_, Im(f;).
Donc E C Y7 Im(f;).

Alors, E =37 Tm(f;).

MONTRONS QUE la somme est directe.

Pour cela, montrons que 0 n’y admet que la décom-
position triviale. Supposons que l'on ait 0 = Zle T,
ou z; € Im(f;) pour tout i € [1,p]. Comme f; est un
projecteur de E, x; = f;(x;). Alors, pour j € [1,p],

0=f;(0) = f;327= @)
= Zf:1 f](‘rl) = ;;'):1 fi o fi(x;)
= fjo filz;) = fi(z;) = x;.
Ainsi, dans la décomposition 0 = Zle x;, les x;

sont tous nuls, donc 0 n’admet que la décomposition
triviale, et la somme est directe.

FINALEMENT, E = @F_, Im(f;).

1IV]

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n
et k boules bleues non numérotées. Les boules sont
tirées avec remise jusqu’a ce qu'une boule bleue soit
tirée.

1. Déterminer les probabilités des événements
A : «la premiere boule tirée est la boule n° 1 » ;

A : « la premiére boule tirée est une boule portant

un numéro strictement supérieur a 1 » ;

2

3

Az : « la premiere boule tirée est une boule bleue ».
2. Déterminer la probabilité de ’évenement
AO :

« la boule n® 1 n’est jamais tirée lors du jeu ».

1. En dénombrant les boules, on a

1 n—1 k
n+k’ (42) n

2. Voici deux approches.

P(A1)

VERSION LONGUE. Quand le jeu s’arréte, c’est qu’on
tire une boule bleue. Pour tout ¢ € N*, considérons
I’éveénement B; : « on tire la boule bleue lors du ti-
rage numéro ¢ ». La famille (B;);en+ forme un systéme
complet d’évéenements donc on peut écrire la formule
des probabilités totales :

+oo
P(Ao) =Y P(Ao| B;) P(By).

Constatons que cette série converge d’apres le cours.
D’une part, puisque les tirages se font avec remise, le
tirage numéro ¢ est identique au premier tirage, donc

k
n+k’
D’autre part, I'événement Ag| B; signifie que lors des

i—1 premiers tirages, on n’a pas tiré la boule numéro 1,
donc, puisque tous les tirages sont indépendants,

P(Bi) = P(A3) =

n—1

P(Ag|B;) = P(Ay) ! = <n - k)il.

Alors,
+00 i—1
n—1 k
P(AO):;<n+k) n+k
ok 1 kK
otk 1-2o kD

VERSION COURTE. La famille (A7, A3, A3) forme clai-
rement un systeme complet d’événements donc

P(Ag) = P(Ao| A1) P(A1) + P(Ao| A2) P(As)
+ P(Ao| As) P(A3).

Tout aussi clairement, Ay et A; sont incompa-
tibles, donc P(Ag | A1) 0. De méme, si A3
est réalisé, le jeu s’arréte et Ay est réalisé, donc
P(Ap| A3) = 1. Enfin, puisque les tirages sont in-
dépendants, P(Ag|Az) = P(Ap). Alors

n—1 k

n+k+n+k

P(Ao) = P(4Ao)
k

doi P(Ag) = 1=
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Soient un espace vectoriel E, un vecteur Xy non
nul et une forme linéaire U non nulle. Considérons
f: X = UX)Xo.
1. Montrer que f € £(F) et calculer son rang.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que fo f = f. Calculer f*.

1. Soient X, Y dans F et A dans K. Comme U est

linéaire,
FX+AY)=U(X+AY)Xo

(U(X) +AU(Y)) Xo
=U(X)Xo+AU(Y) Xy
= f(X)+AF(Y).

En outre, f(X) € E. Alors f € £(F).

Comme U # 0, il existe X; € F tel que U(X;) #0

donc f(X;) # 0. Alors f # 0 et rg(f) > 1. Mais pour
tout X € E, f(X) € KXy, donc Im f € KX et

rg(f) < 1. Ainsi, rg(f) = 1.
2. Soit X € E.
fo f(X) =U(f(X))Xo = U(U(X) Xo) Xo
= U(X)U(Xo) Xo.

Si fof =f, fof(X1) = f(X1). Et comme
U(X1) #0, U(Xp) Xo = Xo, donc U(Xy) = 1, car
Xo #0.

Réciproquement, si U(Xy) = 1, clairement
fof(X)= f(X) pour tout X € F donc fo f=f.

Finalement, la CNS recherché est U(Xy) = 1.

Soit k € N*. Sans difficulté, en réitérant le calcul
précédent, pour tout X € E,

FHX) = UX) (U(X0))* Xo.

[VI]

Deux urnes U; et Us contiennent chacune trois
boules noires ; I'urne U; contient en outre deux boules
blanches et I'urne Us en contient quatre. On effectue
des tirages successifs de la maniere suivante : on choi-
sit une urne au hasard et on en tire une boule dont on
note la couleur et que 'on remet dans 'urne choisie;
si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait
dans 'urne Uj ; sinon, il se fait dans 'urne Us.
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Pour tout n € N*, on note p,, la probabilité de

I’éveénement B,, « la n°® boule tirée est blanche ».
Calculer p;, puis p, pour tout n € N*.
1. Considérons les événements T « pour le premier
tirage, on choisit 'urne U; » et Th « pour le premier
tirage, on choisit I'urne Us ». Sans autre précision
de I’énoncé, considérons que les évenements T et 15
sont équiprobables. Ils forment clairement un systéme
complet d’éveénements. Alors, d’apres les probabilités
totales,

Comme l'urne U; contient 5 boules, dont deux
blanches, P(By |Ti) = 2. De méme, P(B;|Ts) = 2.

Alors
-2, 1,4 1__ 17
p=353+t73=73;:
2. Pour tout n > 2, considérons les évenements T;, ;
« pour le n® tirage, on choisit I'urne U; », ou i € {1, 2}.
Ils forment encore un systeme complet d’événements.

Ainsi,
= P(Bp|Tn1)P(Th1) + P(B1|Th2) P(Th,2).

De méme que plus haut, P(B, |T,1) = £ et
P(By | Tyh2) = %, puisque les urnes U; sont les
mémes au n° tirage qu’au premier. En outre,
le choix de l'urne U; pour le n® tirage résulte
de l'obtention d’une boule blanche au tirage pré-
cédent, donc P(T,1) P(Bp-1) Pn_1 et
P(Tn)g) = P( anl ) =1 — Pn—1- Ainsi,

Pn = %pn—l + %(1 7pn—l) = 7%pn—1 + %

Ainsi, la suite (p,,) est arithmético-géométrique. Le
point fixe ¢ de la fonction z +— —3—6533 + % est £ = %.
En le retranchant a ’égalité précédente, on a

Pn—l=—3pn1+3—1L
=Gt )
= _%(pnfl - g)y
donc la suite (p, — £) est géométrique et
Pn == (=55)"""(p1 = ) = (—55)" " (—1335)-

Finalement,



