Exercices de colles — sixiéme semaine

(1} WP
Déterminer les éléments propres de la matrice
0 3 -1
A=|-3 0 3
o 0 3

Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.
Pour A € R, det(A — A13) = (3—X\) (A2 +9). Poursui-
vons les calculs dans C. On a Spe A = {3,34, —3i} et
on trouve

1 1
E3(A) =C 2 et Egz(A) =C )
3 0

Pour le dernier, on ne fait pas les calculs. En effet,
comme A est réelle, si X € F3;(A), AX = 3iX donc
en conjuguant, AX = —3iX et X € E_3;(A). Alors

1

E_3;(A)=C| —i

0

[IT} MP15

Soit (Ey, )nen une suite d’évenements mutuellement
indépendants. Montrer que

P( ﬂE) gexp<—ZP(En)>.

neN neN

Comme les évenements F,, sont mutuellement in-
dépendants, les F,, le sont aussi, et ’on aimerait dire

P( ﬂEn> = [[ P&
neN neN

Malheureusement, la notion de produit infini n’est
pas au programme, donc cette approche est exclue.

En revanche, d’apres le théoréeme de la continuité
décroissante,

{09)- (09
neN k=0

En effet, la suite (ﬂZ:O By )nEN est décroissante
puisque pour tout n € N,

n+1 n n
ﬂ E, = (ﬂEk> NE,+1 C ﬂEk-
k=0 k=0 k=0
Et l'on peut bien affirmer que pour n € N,
P( N Ek> =[] P(Ex),
k=0 k=0

grace a la mutuelle indépendance évoquée plus haut.
De plus, pour k € [0,n],

P(Er) =1 - P(Ey) < exp(—P(Ex)).

En effet, pour tout x € R, e > 1 — & par convexité.
Ainsi,

[1 PE:) < I] exo(—P(E))
k=0

k=0
= exp (— Z P(E;Q) .
k=0

Si I’on suppose que la série Zn>0 P(FE,) converge,

i =3 PE) =~ 3 P(E)

neN

et par continuité de I'exponentielle,

(0= r(0)

neN k=0

dim_exp (— > P(Ek)>
k=0

= exp <_ Z P(En)) )

neN

/A

ce que l'on voulait.
Si I'on suppose que la série 27@0 P(E,) diverge,
comme pour tout k € N, P(Ey) > 0,

n—-+4o0o

lim — ZP(Ek) = —o0.
k=0

Gréace a la limite de ’exponentielle en —oo, on a donc

(0= er(5)

neN
< ngr}rloo exp <— kZOP(Ek.)> =0.

Autrement dit,

()

On obtient a nouveau ce que I'on voulait, en écrivant
> P(E,) = 400
neN

et exp(—oo0) = 0.

IT1 WP
Déterminer les éléments propres de la matrice
5 4 2
A= -1 -1 -1
-3 -4 0
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EXERCICES DE COLLES — SIXIEME SEMAINE

Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.
Pour A € R, det(A—AI3) = (A+1)(2—-XN)(A—3)
donc Spg(A) = {—1,2,3}. Et 'on trouve

-1 2
E 4 (A)=R| 1], B2(A)=R| 1
1 -5

1

et Eg(A):R 0

-1

1V]

Dans une urne, on place b boules blanches et b
boules noires. Lorsque 1’on tire une boule blanche, on
rajoute a boules blanches dans I'urne. On note A4,
I’événement « on a tiré une boule blanche lors des n
premiers tirages » et on pose p, = P(A,). Montrer

b+ an

2b+an

PRELIMINAIRES. L’énoncé n’est pas forcément tres
clair. Il s’agit de tirages avec remise, et méme beau-
coup de remises puisqu’on rajoute des boules parfois,
en supposant bien-siir que a > 0. Ensuite, ’évene-
ment A,, considere que l'on tire des boules blanches
a chaque fois lors des n premiers tirages.

CSs

que ppy1 = Pn, puis donner lim p,.
n—-+o0o

RELATION DE RECURRENCE. Soit n € N. D’apres la
formule des probabilités totales,

P(An+l>:P(An+1|An)P(An)+P(An+1“Tn)P(1Tn)-

Comme on ne peut avoir n+ 1 fois une boule blanche
sans en avoir déja tiré une a chaque fois sur les n
premiers tirages, P(A, 1| A, ) = 0. Ensuite, quand
on a tiré n fois une boule blanche, a chaque fois on
rajoute a boules, donc au (n + 1)¢ tirage, il y a dans
I’urne b+ an boules blanches et donc 2b+ an boules.

b
Alors P(Apy1 | Ay) = ﬁ Et I'on obtient la
b+an

relation attendue : = ——Dn.
Pn+1 2b+an Pn
LimITE. Tout d’abord, on voit que py,4+1/pn < 1, donc
la suite (p,,) décroit strictement. Comme elle est na-
turellement bornée, elle converge.
Ensuite, avec le logarithme,

Inpp41 —Inp, =In(b+an) —In(2b+ an)

- 1n<1 ¥ %) —1n(1 + %)

Comme la série harmonique diverge, la série
> (Inppt1 — Inp,) diverge, donc la suite (Inp,) di-
verge. Or elle décroit, par croissance du logarithme
et décroissance de (p,), donc elle tend vers —oo. 1l
s’ensuit que (p,) tend vers 0, puisque p,, = e*P» et
par composition de limites.

2

2

WP

V1

Déterminer les éléments propres de la matrice

4 6 4
A= 2 3 2
-7 =10 -7

Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.
Pour A € R, det(A — AI3) = A(1 — A)(1+ X) donc
Spr(A) = {-1,0,1}. Et on trouve

2 1
E (A =R| 1], BA)=R[ 0
—4 -1

2

et El(A):R 1

-3

[VI]
On étudie au cours du temps le fonctionnement
d’un appareil obéissant aux régles suivantes : si I'ap-
pareil fonctionne a la date n, il a la probabilité a
d’étre en panne a la date n + 1; s’il est en panne a
la date n, il a la probabilité b d’étre en panne a la
date n + 1. On suppose (a,b) # (0,1) et on note p,
la probabilité que I’appareil fonctionne a U'instant n.
1. Trouver une relation entre p,, et p,i1.
2. En déduire 'expression de p,, en fonction de n.

. Etudier la convergence de la suite (py,).

1. Pour tout n € N, soit ’évenement

F,, : « Vappareil fonctionne & la date n ».

Ona P(F,;1|F,) = aet P(F,41|F,) = b. Comme
(Fn, F),) forme un systéme complet d’événements,
d’apres la formule des probabilités totales,

Pn+1 = P(Fn—i-l)
= P(FnJrlan)P(Fn) +P(Fn+1|FTL)P(FTL)
=1 =a)pn+ (1 =b)(1—pn)
=1—-b+(b—a)pn,.
2. Donc la suite (py,)nen est arithmético-géométrique.
Cherchons ¢ tel que £ =1 —b+ (b — a)¢. Comme
(CL,b) 7& (071)7 b_a# 1 et
1-0
1—b+a
Soit n € N. Par définition de ¢,
Pry1 —L=1-b+0b—a)p,—(1—-0+(b—a)l)
(b - a) (pn - Z)
La suite (p, — )nen est géométrique de raison b — a,
donc p, — € = (b—a)"(py — £).
3. Sachant que a et b sont des probabilités (condition-
nelles), (a,b) € [0,1]% et |b—a| < 1.
Sia=1etb=0,b—a = —1 et lasuite géométrique
(pn — O)nen diverge, donc la suite (pp)nen aussi.
Sinon, comme b—a # 1, on a [b—al < 1 et la suite

(pn — €)nen converge vers 0, donc la suite (pp)nen
converge vers /.
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