
Exercices de colles – septième semaine

I WP

Réduire la matrice A =

 0 3 −1
−3 0 3

0 0 3

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.

Pour λ ∈ R, det(A − λI3) = (3 − λ)(λ2 + 9). Poursui-
vons les calculs dans C. On a SpC A = {3, 3i, −3i} et
on trouve

E3(A) = C

 1
2
3

 et E3i(A) = C

 1
i
0

 .

Pour le dernier, on ne fait pas les calculs. En effet,
comme A est réelle, si X ∈ E3i(A), AX = 3iX donc
en conjuguant, AX = −3 iX et X ∈ E−3i(A). Alors

E−3i(A) = C

 1
−i

0

 .

Ainsi, A = P DP −1 avec D = 3 diag(1, i, −i) et

P =

 1 1 1
2 i −i
3 0 0

 .

II IIE

Calculer le déterminant et la trace de

Φ : Mn(R) → Mn(R), A 7→ A⊤.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Notons E = Mn(R). On voit que Φ2 = idE , donc

Φ est une symétrie. Ses sous-espaces propres sont
Ker(Φ − idE) = Sn(R), l’ensemble des matrices sy-
métriques, et Ker(Φ + idE) = An(R), l’ensemble
des matrices antisymétriques. De plus, on sait que
E = Sn(R) ⊕ An(R). Ainsi, χΦ est scindé sur R,
Sp(Φ) = {−1, 1}, et on a les multiplicités

m(1) = dim Sn(R) = 1
2 n(n + 1)

et m(−1) = dim An(R) = 1
2 n(n − 1).

De plus,

det(Φ) =
∏

λ∈Sp(Φ) λm(λ) = (−1)n(n−1)/2,

Tr(Φ) =
∑

λ∈Sp(Φ) λm(λ) = n.

III WP

Réduire la matrice A =

 4 6 4
2 3 2

−7 −10 −7

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.

Pour λ ∈ R, det(A − λI3) = λ (1 − λ) (1 + λ) donc

SpR(A) = {−1, 0, 1}. Et l’on trouve

E−1(A) = R

 2
1

−4

 , E0(A) = R

 1
0

−1


et E1(A) = R

 2
1

−3

 .

Ainsi, A = P DP −1 avec D = diag(−1, 0, 1) et

P =

 2 1 2
1 0 1

−4 −1 −3

 .

IV CCP

Soit A ∈ Mn(C) telle que Tr(A) ̸= 0, et soit l’ap-
plication f : Mn(C) → Mn(C), M 7→ Tr(M)A.

1. Montrer que f est linéaire et donner son noyau.
2. Donner ses éléments propres.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Comme la trace est linéaire, f est un endomor-
phisme de E = Mn(C).

Comme Tr(A) ̸= 0, A ̸= 0, donc si M ∈ Ker f ,
Tr(M) = 0. Réciproquement, si Tr(M) = 0,
f(M) = 0. Ainsi, Ker f = Ker Tr.
2. Comme Ker f ̸= {0}, 0 ∈ Sp(f). En outre,
A ̸= 0 et f(A) = Tr(A)A, donc Tr(A) ∈ Sp(f).
C’est bien une autre valeur propre car Tr(A) ̸= 0.
Comme Ker f est un hyperplan et que A /∈ Ker f ,
E = Ker Tr ⊕ CA = E0(f) ⊕ ETr(A)(f). Donc il n’y
a pas d’autre valeur propre.

V WP

Réduire la matrice A =

 5 4 2
−1 −1 −1
−3 −4 0

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Le calcul ne présente pas de difficulté théorique.

Pour λ ∈ R, det(A − λI3) = (λ + 1) (2 − λ) (λ − 3)
donc SpR(A) = {−1, 2, 3}. Et l’on trouve

E−1(A) = R

 −1
1
1

 , E2(A) = R

 2
1

−5


et E3(A) = R

 1
0

−1

 .

Ainsi, A = P DP −1 avec D = diag(−1, 2, 3) et

P =

 −1 2 1
1 1 0
1 −5 −1

 .
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Exercices de colles – septième semaine

VI MP

Avec le moins de calculs possibles, déterminer les

éléments propres de la matrice M =
(

a a
b b

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Si (a, b) = (0, 0), M est nulle et l’on connait ses

éléments propres.
Si (a, b) ̸= (0, 0), les deux colonnes de M sont

égales et non nulles, donc rg(M) = 1 < 2. Alors
0 ∈ SpR(M). De plus, la différence des colonnes est

nulle, d’où E0(M) = R
(

1
−1

)
.

Voici deux approches de la suite.

Première approche. On a Im(M) = R
(

a
b

)
. Si

a + b = 0,
(

a
b

)
∈ Ker(M). Alors il ne peut y avoir

d’autre valeur propre que 0, sinon l’autre espace
propre serait inclus dans Im(M) = E0(M), ce qui
est impossible car les espaces propres sont indépen-
dants.

Si a+ b ̸= 0, comme Im(M) est stable par M , c’est
donc un espace propre associé à une valeur propre
non nulle, λ. Et pour finir, Tr(M) = 0 + λ = a + b
d’où λ = a + b.

Deuxième approche. Le polynôme caractéristique
χM admet une racine réelle. Comme il est de degré 2,
il est scindé et, en notant λ l’autre valeur propre (qui
peut être 0), Tr(M) = 0 + λ. Ainsi, λ = a + b. Si
a+b = 0, il n’y a pas d’autre valeur propre. Sinon, on
termine quand-même par un léger calcul. On voit que

M

(
a
b

)
= (a + b)

(
a
b

)
, donc Ea+b(M) = R

(
a
b

)
.
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