Calcul différentiel

Conventions et notations

1. CONTEXTE.

— n est un entier naturel non nul.

— S’il n’y a pas d’ambigiiité, i et j sont dans [1,n].

— On se place dans R™ euclidien usuel, dont la base
canonique est notée B = (ey,...,ey), le produit
scalaire (-|-) et la norme ||-||.

— Les éléments de R™ sont considérés indifféremment
comme des points ou des vecteurs, des n-uplets
ou des vecteurs colonnes : si x € R”,

n
= E €Z;€;.
i=1

— U est un ouvert non vide de R™; si une propriété
est vraie en tout point de U, on dit qu’elle est
vraie sur U ;

T1
r= (1. 2) =

Tn

— a est un point quelconque de U ;

— h est un vecteur quelconque de R"”, avec 1’éven-
tuelle contrainte que a + h € U.

— v est un vecteur quelconque non nul de R™.

— On considére une fonction
f:U=R o f(x) = f(ar,...,20).

Généralités
DERIVEES PARTIELLES

2. DEFINITION. La dérivée de f en a selon v est la
limite, si elle existe,

Dy f(a) — tim 1+ 10) = (0)

t—0 t

3. DEFINITION. La i¢ dérivée partielle de f en a est
la dérivée de f en a selon e; :

Of \\ ey flatte)—f(a)
oz, (a) = 9;f(a) = lim ;
1
:}ii%;(f(al,--wai—l,ai+t,ai+1,~--,an)
—f(al,...,an)).
GRADIENT

4. CONTEXTE. Supposons que f admette des dérivées
partielles en a par rapport a toutes les coordonnées.

5. DEFINITION. On pose
df(a)-h =" hid;f(a),
i=1

En particulier, 9; f(a) = df(a) - ;. La différentielle
de f en a est la forme linéaire définie par

df(a) : R" - R, h—df(a)-h.

6. DEFINITION. D’aprés le théoréme de représenta-
tion, cette forme linéaire est représentée par un unique
vecteur, appellé gradient de f en a et noté V f(a) :

df(a)-h=(Vf(a)|h) = Vf(a) h.

En particulier,
Vi) =Y oif(a)e.
i=1

7. DEFINITION. Si Vf(a) =0, a est un point critique
de f.

Classe ¢!

DEFINITION

8. DEFINITION. La fonction f est de classe €' sur U
si toutes ses dérivées partielles sont définies et conti-
nues sur U. L’ensemble des fonctions de classe ¢!
sur U se note ¢ (U, R).

9. THEOREME. Si f € €1 (U,R), elle est continue
sur U. De plus, elle admet un développement limité a
l’ordre 1 en tout a de U : pour h proche de 0,

fla+h) = f(a) +df(a)-h+o(|hl).

OPERATIONS
10. CoNTEXTE. Considérons f et g dans €1 (U,R).
11. THEOREME. Pour tout A € R, f+Ag € €1(U,R) et
9i(f +Ag)(a) = 0if(a) + ADig(a).
12. THEOREME. fg € €*(U,R) et
9i(f g)(a) = 9if(a)g(a) + f(a)Dig(a).

13. THEOREME. Si f ne s’annule pas sur U,
1/f € € (U,R) et

9, (}) (a) = —f%@) 0:f(a).

14. REGLE DE LA CHAINE. Soient un intervalle ou-
vert I C R et des fonctions ¢1,..., ¢, de €1 (I,R)
telles que

vtel, (pi(t),...
L’application

a‘pn(t)) el

o: I >R, t— f(p1(t),...,on(t))
est de classe €1 sur I et
Veel, ¢(t) = 0if(er(t),....on(t) i(1).
i=1
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CALCUL DIFFERENTIEL

Classe €2

15. DEFINITION. Si les dérivées partielles de f ad-
mettent elles-méme des dérivées partielles, la fonc-
tion f admet des dérivées partielles secondes ou
d’ordre 2 et on note

0% f

o [ of
2 _ — 7
ai’jf o 3%1893] N axl <8$J> '

Si i = 7, on abrege la notation :

0% f 0 f

o -

16. DEFINITION. La fonction f est de classe €2 sur U
si toutes ses dérivées partielles d’ordre 2 sont défi-
nies et continues sur U. L’ensemble des fonctions de

classe €2 sur U se note ¢2(U,R).
17. CONTEXTE. Considérons f et g dans €2(U,R).

18. THEOREME DE SCHWARZ.
0% f B 0% f
6:61‘81']‘ - 813]8:172

19. THEOREME.

— Pour tout A € R, f+ \g € €%(U,R);

— fge G (UR);

— et si f ne s’annule pas sur U, 1/f € €%(U,R).

20. DEFINITION. La (matrice) hessienne de f en a
est la matrice symétrique

Hy(a) = (81'2,jf(a))1<i,j<n'

2

2

21. THEOREME. f admet un développement limité a
l’ordre 2 en a : pour h au voisinage de 0,

fla+h) = fa)+Vf(a)h
+ g h T Hy(a)h 4 of|14]1?)

Extrémums

22. DEFINITIONS.

— La fonction f admet un mazimum local en a si
Ir >0,V € UN Bla,r), f(x) < f(a).
Dans cecas, f(a)s’appelle un mazimum local de f.

— La fonction f admet un minimum local en a si
Ir > 0,Ve e UN B(a,r), f(z) = f(a).
Dans ce cas, f(a)s’appelle un minimum local de f.

DEFINITIONS. L’adjectif local est changé en global si
l’on supprime la condition = € B(a,r).

On parle d’extrémum pour désigner indifféremment
un maximum ou un minimum.

23. THEOREME. Si f € €'(U,R) admet un extré-
mum local en a, alors a est critique.

24. THEOREME. Soit f € ¥2(U,R). Supposons que a

est un point critique.

— Si Hf(a) € &1 (R), alors f(a) est un minimum
local de f.

— Si Hy(a) ¢ &5 (R), alors f(a) n’est pas un mini-
mum de f.



