Eléments propres

D’un endomorphisme

1. CONTEXTE. Considérons un K-espace vectoriel F
et un endomorphisme u de F.

VALEURS PROPRES

2. THEOREME. Soit un scalaire A € K.

Il est équivalent de dire :

— Ker(u— MNidg) # {0g};

— u — A idg n’est pas injectif;

— Jx € Ex{0g}, u(z) = Az.

Si de plus E est de dimension finie, il est équivalent
de dire :

— Ker(u—MNidg) # {0g};

— u — X\ idg n’est pas surjectif;

— w — A idg n’est pas bijectif;

— rg(u—Aidg) < dim(E);

— det(u — Xidg) = 0.
3. DEFINITIONS. Une wvaleur propre de u est un sca-
laire qui vérifie 'une de ces conditions équivalentes.

Le spectre de u est ’ensemble de ses valeurs propres
et se note Sp(u).

4. THEOREME. Pour tous A € Sp(u) et P € K[X],
P(X) € Sp(P(u)).

5. THEOREME. Pour tout A € Sp(u) et tout poly-
néme P annulateur de u, P(\) = 0.

VECTEURS PROPRES
6. NOTATION. Soit un scalaire A € K. Notons
Ey(u) = Ker(u — A idg).
7. REMARQUE. Ainsi,
A € Sp(u) <= Ex(u) # {0g}.

8. DEFINITIONS. Si A € Sp(u), 'espace E(u) s’ap-
pelle le sous-espace propre de u associé da A.

De plus, tout vecteur non nul de Ey(u) s’appelle
un vecteur propre de u associé da .

9. THEOREME. Si X et u sont deux valeurs propres
distinctes de u, alors Ey(u) N Ey(u) = {0g}.

10. THEOREME. La somme des sous-espaces propres
de u associés a des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes, est directe.

11. THEOREME. Soit v un endomorphisme de E qui
commute avec u. Tout sous-espace propre de u est
stable par v, et réciproquement.

D’une matrice carrée

12. CONTEXTE. Considérons un entier n > 1, une
matrice carrée A € M, (K) et posons E =M, 1(K).

GENERALITES

13. DEFINITION. L’endomorphisme de E canonique-
ment associé a la matrice A est 'application

a:F—FE X—AX.

14. DEFINITIONS. Le noyau de A est 'ensemble
KerA={X€eFE|AX =0g}.
L’image de A est ’ensemble

ImA={Ye€E|IXe€E, AX =Y}.
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15. THEOREME. Soit un scalaire A € K.

Il est équivalent de dire :

— Ker(A—-\I,) # {0g};

— X e E~N{0g}, AX =)X;

— rg(A—\I,) <n;

— det(4A - AI,) =0.
16. DEFINITIONS. Une valeur propre de A est un sca-
laire qui vérifie 'une de ces conditions équivalentes.

Le spectre sur K de A est ’ensemble de ses valeurs
propres et se note Spg(A).

17. NOTATION. Soit un scalaire A € K. Notons
E)\(A) =Ker(A—\1,).
18. REMARQUE. Ainsi,
X € Spi(A) <= Ex(4) # {0x}.

19. DEFINITIONS. Si A € Spg(A), l'espace Ex(A)
s’appelle le sous-espace propre associé a \.

De plus, tout vecteur colonne non nul de Ex(A)
s’appelle un vecteur propre de A associé a A.

20. REMARQUE. Grace aux endomorphismes canoni-
quement associés, tous les résultats sur les endomor-
phismes s’étendent aux matrices.
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