Fonctions continues par morceaux

SUR UN SEGMENT

1. CONTEXTE. Soit un segment réel K = [a,b], avec
a <b.

2. DEFINITION. Une subdivision de K est un en-
semble de n + 1 points ag, ..., a, de K, ou n € N* et

a=ag<ay <---<a,=n>o

3. DEFINITION. Une fonction f définie sur le seg-
ment K a valeurs réelles ou complexes est continue
par morceaur sur K s'il existe une subdivision

a=aqy<a;1 <---<ap=>=

de K telle que, pour tout i € [0,n — 1], la restriction
Ji = fllai,ais.| €5t_continue et se prolonge en une
fonction continue f; de [a;, a;41].

Autrement dit, f est continue par morceaux sur K
si elle est continue sur K, sauf éventuellement en un
nombre fini de points, et en ces points, elle admet des
limites finies & gauche et a droite.

4. REMARQUE. Dans ce cas, pour tout i € [0,n — 1],
fi est continue sur [a;, a;4+1], donc elle y admet une

intégrale,
Qi+1
/ fi(t)dt.

i

5. DEFINITION. L’intégrale de f sur K est le nombre

/ab ft)dt = :LZ__; /{:HI fi(t)dt.

Grace a la relation de Chasles, cette définition ne
dépend pas de la subdivision choisie. De plus, pour
tout ¢ € [0,n — 1],

[ rwa= [ R,

i 7

de sorte que

/abf(t)dt = nz_;/+ F(t)dt.

6. REMARQUES.

Sans difficulté, I'intégrale ainsi définie pour les fonc-
tions continues par morceaux est linéaire, positive,
croissante et vérifie la relation de Chasles.

En revanche, elle n’est plus strictement positive.

SUR UN INTERVALLE

7. CONTEXTE. Soit un intervalle réel quelconque 1.

8. DEFINITION. Une fonction f définie sur 'inter-
valle I a valeurs réelles ou complexes est continue par
morceaux sur I si elle I'est sur tout segment K C I.
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