Intégrales a parametre

1. CONTEXTE. Etant donnés deux intervalles réels
A et I et une fonction g : A x I — K, étudions la
fonction

f:A—=K, xr—>/g(m,t)dt.
I

2. DEFINITION. La fonction g vérifie I’hypothése de
domination s'il existe une fonction ¢ : I — Ry inté-
grable sur [ telle que

V(z,t) € Ax I, |g(z,t)] < o(t).

3. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE A PARA-

METRE CONTINU.
Soit a une extrémité de A, éventuellement infinie.

SUPPOSONS QUE

o pour tout x € A, t — g(z,t) est continue par
morceaux sur I ;

o pour tout t € I, x — g(x,t) admet une limite finie
L(t) en a;

o £ :tw L(t) est continue par morceaux sur I ;

o ¢ vérifie ’hypothése de domination.

ALORS

e pour tout x € A, t — g(z,t) est intégrable sur I ;

e /( est intégrable sur [ ;

o lim [ gz t)dt = / o) dt.
I I

Tr—a

4. THEOREME : CONTINUITE.

SUPPOSONS QUE

o pour tout t € I, x — g(z,t) est continue sur A;

o pour tout x € A, t — g(x,t) est continue par
morceaux sur [ ;

o g vérifie I’hypotheése de domination.

ALORS

e pour tout x € A, t — g(z,t) est intégrable sur I ;

e f est définie et continue sur A.

5. THEOREME : CLASSE ¢! (DERIVATION SOUS LE
SIGNE [ OU FORMULE DE LEIBNIZ).

SUPPOSONS QUE
o pour tout t € I, z +— g(x,t) est de classe € sur A;
o pour tout x € A, t — g(x,t) est intégrable sur I ;

dg .
o pour tout x € A, t — 6—(m,t) est continue par
x

morceaux sur [ ;
0
o 8—9 vérifie I’hypothese de domination.
x

ALORS

0
e pourtout x € A, t — 6—9(% t) est intégrable sur I ;
z

o f est de classe €' sur A;

e Vze A, fl(z)= @(x,t)dt.
7 0T

6. THEOREME : CLASSE €*. Soit un entier k > 1.

SUPPOSONS QUE
o pour tout t € I, x + g(x,t) est de classe €% sur 4 ;

o pour tout x € A et tout p € [0,k—1],
P

g s
t — —=(z,t) est int bl I;
Bp (x,t) est intégrable sur
"g
ot ﬂ(az, t) est continue par morceaux sur I ;
x
k
o - vérifie 'hypotheése de domination.
ox
ALORS .
e pour tout x € A, t — Ti(w,t) est intégrable
z
sur I;
o f est de classe €% sur A;
P
e Wpe[LkVee A fP)= [ 2L (z t)dt
I &BP
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