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Corrigé du treizieme devoir a la maison

PREMIER EXERCICE

1. Binome de Newton. On voit que

kzn:_()(;z) - i(D'lk'l” =(1+1)"=2".

k=0
Dénombrement. Considérons l'ensemble E = [1,n]
et l'ensemble de ses parties &(E). On sait que
card(E) = n et card(Z(F)) = 2™. Ecrivons
card(Z(E)) = Y L
Ac2(E)

Dans cette somme, regroupons les parties de E par
leur cardinal k € [1,n] :

card(@(E)):i >oL

k=1 AcZ(E)
card(A)=k

La somme intérieure est le nombre de parties de F

contenant k éléments :
Ainsi,

2" = card(2(E)) = zn: <Z>

k=1
2. Par définition de la loi du couple (X,Y),

Y PX=iY=j)=1
(i,5)€[1,n+1]2

=S (1))

(S(EG0) o

=
Donc oo = 272" =4~ 7,

3. Soit i € [1,n+1]. On a

P(X =i)=) P(X =4,Y =})

I
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De méme, si j € [1,n + 1],

P(Y:j):;“(jfl)'

Ot l'on voit que pour tout (¢,7) € [1,n + 1],

P(Xzz',Yzj)Zin(i:)(jﬁJ

:21n<in1)2ln(jn1> =PX =P =j),

il y en a exactement (}).

donc X 1L Y.
4. Comme X (£2) = [1,n+ 1], Z(2) = [0,n]. Pour

k € 0,n],
k
_i n\ (n i 1
o \k/)  \k)2kom-k’
)

ou l'on reconnait que Z ~ Z(n, % Donc
E(X)=E(Z+1) :E(Z)+1:g+1,
et VIX)=V(Z+1)=V(Z) = %.

5. Premiéere facon. Le nombre de parties a r éléments
de A est
o
. )

Deuziéme fagon. Considérons que A = BU C ou
card(B) = p, card(C) = q et bien-sir BN C = &.
Alors, pour une partie D C A de cardinal r, on a

D=DNA=DnN(BUC)=(DNB)U(DNC).

Comme B et C' sont disjoints, DN B et DNC le sont
aussi, donc

card(D) = card(D N B) + card(D N C),
ou encore, en notant k = card(D N B),
r=k+ (r—k).

L’égalité algébrique est une complete trivialité, mais
c’est son interprétation ensembliste qui importe. Voici
une illustration possible de la situation.

A(p + q) B

p q

Pour choisir dans A une partie D de cardinal r, il faut
et il suffit donc de choisir dans B une partie D N B
de cardinal k — il y a (}) choix possibles — et de
choisir dans C une partie D N C' de cardinal r — k —
il ya (,9,) choix possibles : il y a donc (?)(,%,)
choix possibles pour D, avec la contrainte que D N B
contient k£ éléments. Pour compter le nombre de par-
ties D a r éléments, il reste a sommer sur k : le nombre
de telles parties est donc

>(0)(20)

Conclusion. Finalement,

>0 -07)
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6. En prenant p = ¢ = r = n dans cette formule et
sachant que (Z) = (nT—lk)’ on obtient

S-S0 ()

7.1. Pour tout (i,j) € [1,n]?,

(i-l)(]” )

Alors, la colonne j de B est

1
C;(B) = 4%(;—1

J—1>C

7L

en notant

(%)
n
Donc toutes les colonnes sont proportionnelles a C,
qui n’est pas la colonne nulle, donc puisque B n’est
pas nulle, rg(B) = 1.
7.2. Par définition
2
n
()

n+1 n+1
SECOND EXERCICE

D

i=1

1
Zgbn‘zﬂ

1 n\> 1
Mz(k> qn

k=0

1. RaNG. A I'évidence, les colonnes de M sont toutes
liées & U. Donc si U # 0, rg(M) =1 et sinon, M =0
et rg(M) = 0. La probabilité que ¢a arrive est donc
celle que U soit nul, c¢’est-a-dire, puisque les X; sont
indépendantes,

=] PXi=0)=(1-p)"
i=1
Ainsi, en posant ¢ =1 — p,
Pg(M) =0) = P(U = 0) =q",
Pg(M) =1) = P(U #0) = 1—¢".
Autrement dit, rg(M) ~ £(1 — ¢").

TRACE. Le coefficient général de M est X; X;, donc
-y
i=1
Mais X; € {0,1}, donc X?
n
M)=>" X
i=1

Donc d’apres le cours, comme les X; sont indépen-
dantes, tr(M) ~ AB(n,p).

:Xz et

2

3

2.0n a
M2=WUNYWUUHY=UuWUTu)u'.
Or
n
UTU=> X7 =tr(M),
=1
donc

M? =U (tr(M)U" = tr(M) M.

Ainsi, la probabilité que M soit une matrice de pro-
jection est celle que tr(M) = 1, c’est-a-dire

n _ e
<1>p1q" Y=np(l-p)" L.

3. ESPERANCE. On a
S=V'MV=vTIUUHV
=U™VTUTV)y=UTv)?

= (in) = tr(M)2.

Notons T' = tr(M), de sorte que S = T?. Alors
d’apres le théoreme de Konig-Huygens,

B(S) = E(I*) = V(T) + E(T)* = npq + n*p?,

sachant que T ~ %(n,p).

VARIANCE. Toujours avec le théoreme de Konig-
Huygens, V(S) = E(S?) — E(S)?. Et d’apres le théo-
reme de transfert,

E(S?) = BE(T*) = znj E*P(T =
=0

Ici, pour avancer, I'idée (une idée) est de décompo-
ser le polynéme X4 dans la base (1, X, X (X — 1),
XX-1D)(X-2),X(X-1)(X—-2)(X—-3)) de Ry[X].
C’est bien une base car elle contient 5 polynémes de
degrés échelonnés. On a, par tatonnements,
X'=X(X-1)(X-2)(X-3)
FOXX-1DN(X-2)+7X(X-1)+X.

Alors,
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Traitons la premiére somme : pour k > 4

ke(k—1)(k—2)(k— 3)k,(n”'_k),
n!
T k—D)(n—4—(k—4))!

n(nl)(nQ)(n?»)(Z_i).
Alors,

Zk —1) (k- 2) (k- 3<Z)pkq"k

4k(k—1)( (Z)p"q" g

Mﬁ

k=
Y n(n—1)(n— n= AN ek
= no D203 )it
=n(n—-1)(n—2)(n-23) 3 <nj4>p7+4 n—(j+4)

=nn—-1)(n—2)(n—

=nn—-1)(n—2)(n
=n(n—-1)(n—

~3)p'p+q"
2) (n — 3)p.
Les autres sommes se traitent sur le méme principe.
Ainsi,
E(S?) =n(n—1)(n—2)(n-3)p*
+6n(n—1)(n—2)p?
+7n(n —1)p* +np.
=ntpt +n3(—6p* +6p%)
+n2(11p* — 18p3 + 7p?)
n(—6p* +12p® — 7p? + p)
En outre,
B(S)? = (n*p* + n(p —p*))?
=ntpt 4+ n3(—2p* +2p%)
+n” (p* - 2p° + ).
Enfin

)

E(S*) - B(S)?
n® (—4p* +4p%)

n? (10p* — 16p° + 6p?)
+n(=6p" +12p" — 7p* +p).
OUF !

BoONUSs. Les idées et structures dans les calculs sont
évidemment miennes. Mais pour certains calculs effec-
tifs, j’ai appelé Python a la rescousse. Voici comment.
Importation de la libraire de calcul formel et dé-
claration de deux symboles formels utilisés ensuite.

3

3

>>> from sympy import *
>>> n, p = symbols(’n p’)

Déclaration des quatre (sur cing) polynémes né-
cessaires, extraits de la base évoquée plus haut, direc-
tement avec la variable n.

>>> P1 =n

>>> P2 = P1*x(n-1)
>>> P3 = P2x(n-2)
>>> P4 = P3%(n-3)

Tatonnements pour expression de n* dans la base.

>>> expand (P4)

n**x4 - 6xn*x*x3 + 11*n**x2 - 6%*n
>>> expand(_ + 6%P3)

n**x4 - 7*xnx*x2 + 6%n

>>> expand(_ + 7+*P2)
n*xx4 - n

>>> expand(_ + P1)
nx*x4

Développement de E(S?) dans cette base.

>>> ES2 = P4x*p*x*x4d + 6xP3*p**3
+ T*P2*p**2 + Plxp
>>> expand (ES2)
nx*x4*xpikd — G*nk*k3*kpkkd + GFkn*kk3kpk*3
+ 11xn**2%p**kd — 18*nk*2kpx*3 + THO*k*k2*kp**2
- 6*n*p**4 + 12*n*p**3 - 7*n*p**2 + n*xp
>>> collect(_, n)
n¥k*4*kprkd + nk*k3% (-6 px*k4d + Gkpx*3)
+ nx*k2k (11xpx*k4 — 18*p**3 + T*p**2)
+ nk(—6*p¥*4d + 12%p**3 — T*p**2 + p)

Développement de E(S)2.

>>> ES = n**2%p**2 + n¥p*x(1-p)

>>> expand (ES**2)

D¥*Axp¥*k4 — 2*n¥k*k3kpx*k4 + 2kN¥*k3kpr*3
+ DRKRRpRKRA — kNRA2¥PHR*3 + NRKDKDH*D
>>> collect(_, n)

nk*kA*pr*kd + nkk3k (—2kpr*k4 + 2kpx*3)

+ n¥x2% (p*k*4 — 2%p**3 + p**2)

Final!

>>> expand (ES2 - ES*%2)

—4*xnx*3xp*k*k4 + 4*nk*3*kpxk*3 + 10*knr*k2xp*x4d
= 16*n**2*p**3 + Bknkk2xp*k*2 — GAn*kpr*k4d

+ 12%nxp**3 — T*n*p**2 + n*xp

>>> collect(_, n)

n¥*3% (—4*p*x*4 + 4*xp*x*3)

+ n*x2% (10*p**4 — 16%p**3 + Gxp**2)

+ n* (-6%p**4 + 12xp*x3 — T*p**2 + p)

Commentaires.
Il aurait surement été profitable d’utiliser la ma-
trice de changement de base. A vous de jouer :-)



