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Corrigé du dix-huitieme devoir a la maison

NOTATION. Dans tout le corrigé, notons
e: Ry — Ry, T e
I.1.1. La fonction € est continue sur R donc elle y
admet des primitives. La seule qui s’annule en 0 est f,
qui est donc de classe €' sur R. De plus, comme &
est paire et que f(0) =0, f est impaire.

| f est bien impaire et de classe €' sur R.

1.1.2. La fonction € est clairement de classe € sur R,
comme composée de fonctions qui le sont. Comme
primitive d’e, | f est de classe € sur R.

Procédons par récurrence. D’une part, en posant
p1 = 1, f/ = ¢ = pye. Soit n € N*. Supposons
qu’il existe une fonction polynomiale p, telle que
f(”) = ppe. Alors, pour tout x € R,

F0 (@) = (pr(@) = 2apa(a)) e
= pnta(z)e(x)
en posant p,y1(x) = pl () — 2z p,(z) qui est bien
polynomiale de degré deg(p,+1) = deg(p,) + 1.
Pour tout n € N*, il existe une fonction polyno-
miale p, de degré n telle que f(™ = p,e. On a
p1 =1 et pour tout n € N* et tout z € R,
Prti(x) = pp () — 22p,(x).

1.1.3. Avec cette relation, si p, est paire, p!, est im-
paire donc p,,+1 'est aussi; et si p, est impaire, p,,+1
est paire. Comme p; est impaire,

|pour tout n € N*, p,, a la parité de n — 1.

I14.Pour t > 1, e(t) < e, ot t — e est inté-

grable sur Ry donc € lest aussi. Cela signifie que
comme primitive d’une fonction intégrable sur R, ,

| f admet une limite finie en +oo.

1.2.1. On sait que pour tout u € R,

400 un
u __ _
e = Z n!’
n=0
donc pour tout ¢t € R,
+oo 2\n +oo 2n
e (_t ) _ n t
et)y=e" =) . => (-1 -
n=0 n=0

Soit z € R. Notons K le segment [0, z] ou [z, 0], selon
le signe de x. Pour tout t € K, || < |z| donc #* < 22.
Il s’ensuit que pour tout n € N,

t2n

(-1

n!

t2n x2n

n!

Or la série numérique > 2%"/n! converge et ne
dépend pas de ¢, donc la série de fonctions
St — (=1)"t2"/n!) converge normalement donc

uniformément sur le segment K donc on peut inté-
grer terme a terme :

x +OO t2n
/ fdt = / Car

(_1)71 2n+1
= 2 dt = .
Serr z
VARIANTE. L’écriture
+oo t2n
et) =Y ()" —,

n=0
est un développement en série entiere de rayon de
convergence +00. Alors, comme primitive d’e, f est
développable en série entiere sur R et son développe-
ment s’obtient en intégrant celui de € terme a terme.
On retrouve le résultat précédent.

1.2.2. Soit n € N*. D’aprés la question 1.1.2,
pn(0) = f™(0). Une preuve fastidieuse mais sans
difficulté permet d’affirmer que ’on peut dériver la
série précédente terme a terme.

Commentaire. Bien-siir, on reconnait maintenant un
développement en série entiere, donc il n’est méme
pas nécessaire de faire une preuve.

Alors, pour k € N, poy(0) = fZR)(0) = 0, et

par+1(0) = fEFD(0)
_ (=pF _ (2k)!
= m(2k + 1) = (-1)* 5

I1.3.1. La fonction g : u — e* — 1 — u est de classe
€1 sur R, et ¢'(u) = e* — 1 = e* — ¢ pour tout
u € R. Par croissance de ’exponentielle, ¢’ est du
signe de uw donc g décroit sur R_ et croit sur R,.
Comme ¢(0) = 0, pour tout u € R, g(u) > 0.

|Ainsi, pour tout u € R, e* > 1+ u.

1.3.2. Donc |si u > —1, e

a la puissance —n, e < (1 +u)~

> 14u >0, et en élevant

n

De méme, [siu<1,e™™ > 1—u > 0, et en élevant

a la puissance n, e """ > (1 —u)™.

2

1.3.3. Siz € [0,1], 22 € [0,1], donc (1—22)" < e """,
En 1ntegrant sur [0, 1],

+oo
(1- )" dz < / —na? dz < / e~ dx,

ce qui est permis car n > 1, donc e "% < e=% = g(x)
et l'on a vu que € est mtegrable sur R .
De méme, si z € [0, +-o0[, 2% > —1 (si!) donc

Foo _ 2 Foo d[L‘
e " dr < S
0 o (I+a?)"

ce qui est aussi permis puisque (14+22)~" < (14+22)~?
et x — (14 22)~1 est intégrable sur [0, +oo[ comme
dérivée d’Arctan qui est bornée sur [0, 4+o0].
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CORRIGE DU DIX-HUITIEME DEVOIR A LA MAISON

1.3.4. Dans l'intégrale de gauche, posons x = sinf
avec 0 € [0, 7] :

1 /2
/ (1—2z*)"de = / (1 —sin? )" cos Hdb
0 0

/2
/ cos?"tldo = Wan+1-
0

Dans l'intégrale de droite, posons = = tan 6§ avec
0 € [0, 5[ : ce changement de variable est licite car
la fonction tangente est de classe €' et bijective de
[0, 5[ dans R... Alors, puisque I'intégrale de départ
converge, la seconde aussi et ’on peut écrire :

/+°° da /”/2 (14 tan?6)de
" dx = e
o (T+a?)" 0 (1 + tan® 6)»

/2
= / cos2( 1) 9do = Wy, .
0

Enfin, dans l'intégrale du milieu, posons y = v/nx,
de sorte que y? = na?, ce qui 14 encore est un chan-
gement de variable permis. On a

A

—+0o0 2 —+oo
e " dx :/ e = —.
/0 0 Vnoooy/n

Finalement, ’encadrement de la question 1.3.3. se
traduit en

_yz dy

‘W2n+1 < < Wap_a.

n

En admettant 1’équivalent de 1’énoncé, pour n
grand, sachant que 2n+1~2net 2n —2 ~ 2n,

W T Nz
antt 22n+1) 2yn’

e ™

Wan 2 ~ VT

22n—2) " 2n’
donc par encadrement,

A VT
Vo 24/

don A =1 ym

I1.1.1. Pour tout b € R, la fonction
Nt cos(2 bt)e_t2

est continue et intégrable sur R car |n| < e.
| Ainsi, pour tout b € R, h(b) est bien défini.

I1.1.2. Voici une méthode non conforme au sujet ori-
ginal, mais treés inspirée de la question suivante qui
calcule ¢.

La fonction h est de classe €' sur R. En effet, en
notant

k:RxRy = Ry (b,t) — cos(2bt) e*tQ,

pour tout b € R, t — k(b,t) = n(t) est continue et
intégrable sur Ry ; pour tout ¢t € Ry, b k(b,t) est

2|4

de classe €' sur R, par opérations usuelles, et pour
tout (b,t) € R x Ry,
Ok
ab
pour tout b € R, ¢ — ZF(b,t) est continue sur Ry ; et
enfin, pour tout (b,t) € R x Ry,

‘8/{

(b,t) = —2tsin(2bt) et

oK

<2te
ab(b,t)‘\%e )

out— 2tet est intégrable sur R, car ’on recon-
nait la dérivée de la fonction bornée —e. Alors pour
tout b € R, t — %(b7 t) est intégrable sur Ry et h
est de classe €' sur R, comme annoncé.

De plus, pour tout b € R,

+o0 5
n'(b) = 72/ tsin(2bt)e”" dt.
0
En faisant une intégration par parties, licite car tous
les termes manipulés ont un sens,

W (b) = /Om sin(2b¢) (—2te~") dt

+o0 +oo
{sin(2bt) e*t2] f/ 2bcos(2bt) e dt
0 0

—2bh(b).
Alors, h(b) = h(0) e~ ou encore | h = Ae.

I1.2.1. En notant
s @°
.
w:RxRL =Ry, (x,t)|—>exp<—t —752>7
pour tout t € R%, x — w(x,t) est continue sur R;
pour tout x € R, ¢t — w(x,t) est continue sur R ;
pour tout (x,t) € R x R%,

|W(x7t)| < exp(—tQ) = E(t)7

donc w vérifie bien I’hypothese de domination.
Alors, pour tout € R, t — w(x,t) est intégrable
sur RY , et | © est définie et continue sur R.

| Clairement, ¢ est paire.

I1.2.2. Pour tout ¢ € R, z — w(z, t) est de classe €*
sur RY, et pour tout (z,t) € (R%)?,

ow
a(l‘, t) -

2x
—t—2w(x, t);
pour tout x € R%, ¢t — w(x,t) est continue et inté-
grable sur R* , d’apres la question précédente ; pour
tout z € R, ¢ — g—‘;’(x,t) est continue sur R . Ter-
minons par une domination locale. Soit [a,b] C R* ,
avec 0 < a < b. Pour tout x € [a,b] et t € R* |

Ow 2b
- < — .
‘ J:(ac,t)‘ < w(a,t)

t2
D’une part, si t > 1, w(a,t)/t? < w(a,t), et comme
t — w(a,t) est intégrable sur [1,+oo[, t — w(a,t)/t?
Pest aussi. D’autre part, si t < 1,

1 2 a? 1 a?
Sexp|—t*—— ) ~ Sexp|——
2 P t2 ) t—o+ 2 P 2
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En posant v = 1/t?, quand t — 0%, u — 400, et

1 a?

PR
donc t — w(a,t)/t? se prolonge par continuité en 0,
et est donc intégrable sur ]0,1]. Ainsi, 22 vérifie I'hy-
pothese de domination locale.

Alors, pour tout x € R%, t <

5o (w,t) est inté-

grable sur R ; | @ est de classe €' sur R% ; et pour
tout x € R,
T Hw
—(z,t)dt
| e

+o0o 2
1 x
-2 - —t2 - ) dt

I1.2.3. Soit « > 0. Posons u = x/t. Ce changement
de variable est de classe € et bijectif de R% dans
lui-méme, donc il permet d’écrire

¢’ (x)

+oo

o' (z) = =2 et e/t
0

+oo 2 2 2
—2/ e/ e du = —20(x).
0

I1.2.4. Ainsi, il existe A > 0 tel que pour = > 0,
o(z) A e ?*. Comme ¢ est continue en 0,
lim, o+ ¢(z) = ¢(0) = A, donc

| pour tout z > 0, p(x) = Ae™?*.

Et comme ¢ est paire,
|pour tout x € R, p(z) = Ae~2l7.

II1.1.1. En notant
22t
a:RxRy =R, (x,t)w%,

pour tout z € R, t — a(z,t) est continue sur Ry ;
pour tout t € Ry, z — «a(z,t) est continue sur R;
pour tout (x,t) € R x Ry,

ou t — 1/(1 +t?) est continue et intégrable sur R,
comme dérivée d’Arctangente qui est bornée.

Alors, pour tout € R, t — «a(x,t) est intégrable
sur Ry, et | ¢ est définie et continue sur R.

Comme le cosinus est pair, | ¢ est paire.

II1.1.2. On a

M:/Om

dit

—+oo
1+ 2 N

T
0 2°

= {Arctan t]

II1.2.* Soient p € N* et z € R. On a
67(1“"12)?!2

C2(1 + 22)

p 1— 67(1+12)p2
] T 2(+a?)

y=0

o) = |

3

4

ou l'on voit que j, est continue sur R, par opérations
usuelles. En outre,

lim
p——+oo

. 1
Jp(z) = m

La suite (j,) de fonctions continues converge sim-
plement sur R vers v : x — 1/(2(1 + z?)).

II1.3.* En notant
B:Ry x[0,n] =R, (y,z) — ye_y%z cos(2ax),

pour tout y € Ry, z — B(y, x) est continue sur [0, n];
pour tout = € [0,n], y — B(y, x) est continue sur Ry ;
pour tout [a,b] C Ry, tout y € [a, b] et tout = € [0,n],

22
1By, ) = [yle™ " | cos(2az)| < 0],

ol = — |b| est continue et intégrable sur [0, n].
Alors, pour tout y € Ry, z — SB(y, x) est intégrable
sur [0,n]; et | ky, est continue sur R

On a k,(0) = 0, donc la suite (k,(0)) converge.
Soit maintenant y € R% . Le changement de variable
t = yx est bijectif et de classe €' donc valide sur le
segment [0, n]. Alors

ny
kn(y) = / e’ cos (2at> dt
0 Y
+oo 2 a a
R — et cos <2t> dt:h<>7
n—-+4o0o 0 Yy Yy

ce qui est permis d’apres la question II.1.1.

Ainsi, la suite (k,,) de fonctions continues converge
simplement sur R vers

0 siy=0,
Ry =R, y—
+ 4 h(a> siy > 0.
Y

II1.4.1.* Soit n € N*. Utilisons le théoréme de
convergence dominée.

D’apres la question III.2, pour tout p € N*,
x + jp(x)cos(2ax)dx est continue sur [0,n] et la
suite de fonctions (j,) converge simplement sur [0, n]
vers 7y qui est bien-s{ir continue sur [0, n]; pour tout
p € N* et z € [0,n],

| — e~ (1a®)?

ljp(2) cos(2az)| = T4 ad)

|cos(2az)] < 1(x)
ol v constitue une domination valide (c¢f. II1.1.1).

Alors, pour tout p € N*, z + j,(x) cos(2ax) est in-
tégrable sur [0,n]; 7 est aussi intégrable sur [0, n], ce
que 'on a déja utilisé ci-dessus; et 'on peut permuter
la limite et 'intégrale :

n
lim w,,
p—+oo 0

1 /" cos(2ax)
2 0 1+.’L’2

lim j 2ax)d
p_{rllooyp(x) cos(2az)dx

dzx.
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III42*Ona

I
/0(
e

(

Unp =

/ ye —(1+a®)y? dy) cos(2az)dx
0

P 2,2
vy cos(2aa:)dy> dx

N

—=%y cos(2a:v)dx> dy

o\o\

ye —=’y cos(2ax)dx> eV’ dy

I,

/ n(y)e™? dy—/opkn(y)é(y)dy-

0

Commentaire. La justification de ce calcul, c’est-a-dire
surtout la permutation des deux intégrales, est due
au théoreme de Fubini, qui n’est plus au programme
(soupir).

ITL.5. D’apres la question III.3, k, € est continue
sur Ry. Et d’apres la question 1.1.4, € est intégrable
sur R;. Pour conclure, il suffit donc de majorer k,
par une constante. Comme & la question III.3, en
posant t = xy pour y > 0,

|kn (y)] S/ ye ™Y | cos(2aw)|dw
0

n s 2 n/y )
</ ye_wyda::/ e~ dt
0 0
+oo 2
/ et dt = A.
0

| Ainsi, &y, € est intégrable sur R

<

II1.6.* Cela entraine que

+oo
/0 Fin () () dy,

lim
porbeo P T

donc que
1 /” cos(2ax)
2 Jo

+oo
S [ ke

4

4

Passons a la limite sur n. D’une part, d’apres la ques-

tion TI1.1.1,
. " cos(2ax) o cos(2ax)
1 ORI o = R dw = v(a).
n—1>r—10—100 0 14 z2 v /0 1+ 22 x ’(ﬂ(a)

D’autre part, on aimerait dire que

“+oo

lim kn(y)e(y)dy

n—-+oo 0

+oo
-
+oo a>
= h|l—|elyd
/O (y (y)dy
+OO 2 2 2
:A/ eV eV dy
0

= Ap(a) = A?e2lal,

lim k,(y)e(y)dy

n—-+o0o

La fin de ce calcul ne pose pas de difficulté. Justi-
fions la premiere permutation. Pour éviter d’inutiles
complications en 0, plagons-nous sur R7.

D’apres la question III.3, pour tout n € N*, k,, ¢
est continue sur Ry et la suite de fonctions (ky, €)
converge simplement sur R* vers la fonction

yrrh (Z) e(y),

laquelle est bien continue sur R* , comme composée
de fonctions qui le sont (¢f. I11.1.2) ; enfin, d’apres
la question IIL.5, k,, est majorée par une constante
indépendante de n, donc k, e vérifie I’hypothese de
domination requise.

Alors le théoréeme de convergence dominée s’ap-
plique et valide la permutation voulue.

Finalement, 1(a) = 2A%e2lal = I ¢=2lal,




