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Corrigé du dix-neuvieme devoir a la maison

1. La fonction « : t — In(1 +t) — ¢t est de classe ¢! sur
]—1, +o0[. De plus, pour tout t > —1,

O/(t) — i 1= ,L,
1+t 1+t
donc o'(t) > 0 sur |—1,0[ et a/(¢) < 0 sur ]0, +o0[, donc
a croit strictement sur |—1, 0] puis décroit strictement sur
10, +o0[. Comme «(0) = 0, o est constamment négative,
c’est-a-dire

|Vt €]-1,400], In(1+1¢) <t

De méme, la fonction § : t — tln(t) est de classe €
sur |0, +oo[ pour tout ¢t > 0, 5'(t) = In(t) + 1; pour tout
te€]o, 1, p'(t) < O donc 8 décroit stnctement sur ]0, 1];
pour tout ¢ € J1,4o0f, B/(t) > 0 donc f croit strictement
sur |1, +00[; comme B(1) = -1

|Vt €10, +oo|, tln(t) = —1.

2. D’apres le cours, une telle condition est que

| " ne s’annule pas sur /.

1

—1y\/
(W) = Tou T

Dans ce cas,

I1. Pour alléger les écritures, posons 6 = % Dans tout le
probléme, adoptons des notations fonctionnelles. En parti-
culier, considérons les fonctions

2R R, urs u?,

—u?/2

71 R—=>R, u—u,
m=expo(—0j3): R =R, urse
et confondons abusivement ¢ € R et la fonction u — c.

La fonction m est positive et de classe €°° sur R. Sa
parité permet de n’étudier son intégrabilité que sur R.
Comme m(u) €400 €~ et que u — e~ * est intégrable
sur Ry, | la fonction m est intégrable sur R.

Pour alléger, notons [, m = fj;: e~ /2 .

Soit f € H. 1l exigte p > 0 tel que pour tozut r € R,
0 < f(u)m(u) < e % /p. La fonction u — e~ P*" est conti-
nue, positive et, par une démarche analogue a ci-dessus,
intégrable sur R, donc fm aussi. Il est donc licite de parler
de Ho.

3. On vient de montrer que fm est intégrable sur R, donc
en particulier sur |—oco, z] pour tout x réel. Ainsi, Fy est
bien définie.

En outre, pour z € R, Fy(z f fm+ [ fm donc
Fy est une primitive de fm. Alors elle est de classe ¢!
sur R et (Ff)" = fm > 0. Elle réalise une bijection de R
sur son image : d’apres la question 2, c’est méme est un
¢'-difféomorphisme.

Comme fm est intégrable sur R et que f € Hy,

. _r0 —oo _
lim Fy = [Z  fm+ [y~ fm=0

et Eme = [g fm=+V2m.

Finalement, Fy est un ¢'-difféomorphisme strictement
croissant de R sur |0, v27][.

4. Soit M : x> [*

cherche ¢ telle que pour tout = € R, ffé:) fm=
c’est-a-dire Fy o ¢ = M. Comme F} est bijective,

o= (Fp)!

-, ™ la primitive de m nulle en —co. On
S,
— 0o

o M est I'unique fonction qui convient.

5. M croit strictement sur R, Fy aussi, donc (Fy)~! aussi.
Alors, comme composée de fonctions strictement croissantes
sur R, ¢ croit strictement sur R.
¢ est de classe € sur R car M et (Ff)~! le sont. En
passant, o réalise une bijection de R sur son image.
Enfin, par composition, ¢(R) = R car M (R) =10, v27|
et (Fy)~'(10,v2r[) =
Ainsi, ¢ est un ¢!-difféomorphisme strictement crois-
sant de R sur R.

6. En dérivant Frop =M, ona ¢ - (Ff) op=M' Or
M' =met (Ff)' = fmdonc ¢'-(f-m)op =m, c’est-a-dire
@' - fop-mop=m. Toutes ces fonctions sont strictement
positives, donc en composant & gauche par In, on a

(%) |lno<p’+lnofogp—6<p2:—5j2.
En composant & droite par ¢!, on a
Inoy op t4+Inof—652=—-0(p 2

Orpop=t=1/(p71) donclnoy o=t =—Ino (p~1).

Alors, en multipliant tout par —1 et en échangeant les deux
derniers termes,

(#4)  [Ino(p™!)' —Inof—d(p~)? = —4,%

7. Puisque ¢ est un %'-difféomorphisme de R dans R,
d’apres le théoreme du changement de variable, comme
h fm est intégrable sur R, hop- fop-moy-|p'| Pest aussi.
Or en composant () par exp & gauche, ¢’ fop-moy = m.

|h0g0~m est intégrable sur Ret [, hfm = [, hop-m.

8. D’apres la question 5, lim, ., ¢ = +oo donc il existe
A >0 tel que pour u > A, o(u) > 0.

Soit > A. Sur [z,z + 1], m décroit, ¢ est positive et
croit, donc (2 croit aussi, car t +— t? croit sur R,. Alors,
pour tout u € [z, x+1], p*(u) = ¢*(z) et m(u) > m(z+1).

| JA > 0,Vz > A, f;“ ©?m > o*(x)m(z + 1).

9. Appliquons la question 7 & la fonction j2. Sur R,
0<j2fm < 2 exp o (—pj?)/p, donc j2 fm est intégrable

sur R. Alors, ©?m est intégrable sur R. Il s’ensuit que
m—‘rl 2

lim, 400 [, @*m = 0. Alors, il existe B; > A tel que
pour z > By, @?*(z)m(z + 1) < f;Jrl(p m < 1, autrement
dit,
o@)] = o) <
m(x+1)
_ 6(ac+1)2/4 _ e(\m|+1)2/4.

Regardons maintenant ce qui se passe quand x est tres
négatif et raisonnons comme dans la question 8.

On sait que lim_,, ¢ = —oo donc il existe A’ < 0 tel
que pour u < A’, ¢(u) < 0.
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Soit = tel que x + 1 < A’. Sur [z,z + 1], m croit, ¢
est négative et croit donc ¢? décroit, car t — t2 décroit

sur R_. Alors, pour tout ue [z, 24+1], *(u) = p*(z+1) et
m(u) > m(z). Alors f "o2m > ¢*(z + 1)m(z). Comme
p?m est intégrable sur R, lim,_,_ IZH 2m = 0. Alors,

il existe By < A’ — 1 < 0 tel que pour tout z < Bo,
P2+ 1)m(z) < [T o?m <
1
S C2b ) b S
m(x —1)
En posant B = max(By, —Bz), dés que |u| > B, siu > 0,

u > B et si u <0, u < By donc les deux majorations de
|o(u)| sont valides.

|38 >0,v|ul > B

1, donc

2
()] < ellet?/,

()] < ellu+D?/4,

10. La fonction g = (j — j2 — ¢’ +1)m est continue sur R,
donc elle y admet des primitives. En outre, m’ = —jm donc
si k est une fonction dérivable sur R, (km) = (k' — jk)m
Alors, comme j' = 1, on écrit
9=0"=¢' =i(i—9)m=(G-¢)m).
| Une primitive de g est la fonction G = (j — ) m.

11. Soit @ € R. On a ['g = G(a) — G(0). On sait que

limyo, 7m = 0. En outre, d’apres la question 9, pour
u > B,
|o(u)[m(u) < exp(6? (|u] +1)* = 6u?)
= exp(0? (—u® + 2|ul + 1)),
donc limi,p m = 0. Ainsi, limi G = 0,

limg 4 oo foag = —G(0) et limg_, o f;g = G(0).
|Ainsi, I = [, g converge et vaut 0.

Commentaire. On a prouvé la convergence de I, et non
Iintégrabilité de g sur R. Mais vue la tournure de 1’énoncé,
on s’en contente.

12. La fonction f-1no f-m est définie et continue sur R
car f > 0. Soit u € R. D’apres les inégalités (2) et (A)

—¢ <) In(f(w)

(( p)u?)((6 = p)u? —Inp).

<b < [b] < max(lal, |ef) <

(u)
xp(

N /
b\'—‘

Pour des réels |a| +]c|, donc

bM—'A

|
(6 — p)u?)(16 — plu® + |In p|).
Alors,

Flu) [ 1n(f(u))]e/?

Le w21 %e_”“z(|5 - plu®
1
= 0 (=)

Ju|—+o0 ?
| f-lno f-m est intégrable sur R et E(f) existe.

+ [1n p|)

Prouvons que (j — ¢)?m est intégrable sur R. Elle y est
continue. En outre, 0 < (j — ¢)?m < 2(5% + »?)m. Or,
j2m est clairement intégrable sur R, et d’apres la question
9, p?m aussi.

| (7 — ©)?m est intégrable sur R et &(f) existe.

2

2

13. Appliquons la question 7 a la fonction A =1Ino f :

Ino fop-m est intégrable sur R et
E(f)= Jglnof-f-m= [;lnofogp-m.

14. Alors
B(f) -

D’apres (%), Ino fop —dp? = —Ino ¢’ — ;2.
En retranchant I = 0 (voir la question 11), on a

)= Jg(nofop—352+jp—dp%)m

E(f) - —I= [p(=lnoy =5 +j¢p
—je+it+¢ —1)m.
|Ainsi, E(f)—9(f) = [zg(¢' —1—Inoy')m

15. D’apreés 'inégalité (1) de la question 1, pour tout ¢ > 0,

t—1 > In(t), donc ¢’ —1—Inoy’ > 0. Alors E(f)—P(f) >0
et | 2(f) < E(f).
16. Soit f une fonction telle que E(f) = @(f). Comme

¢ — 1 —1Ino¢ est positive et continue sur R et que son

intégrale est nulle, elle est nulle. Mais d’apres 1’étude me-

née a la question 1, le seul réel ¢ tel que ¢t — 1 = In(¢) est

t =1, donc ¢’ =1, donc ¢ = j + ¢, ou ¢ € R. Du coup,
“1=j —cet daprés (xx),

P
Inof=Ino(p™!) —=d(p~")?+65?
=Inl—6(—c)?+0j2=cj—dc?
et f=expo(cj—dc?).

Montrons qu’une telle fonction est bien dans Hy. Soit
p > 0. Pour x € R,

pexplea — 5¢%) exp(~ (8 — p)a?)

=p exp(—(6 —p) (1: -7 _C2p)2 + 1p_c2p).

On voudrait borner cette expression par 1. Il est déja
nécessaire de choisir p < J§. Alors, elle est majorée par
p exp (pc?/(1 —2p)). Ce majorant tend vers 0 quand p
tend vers 0 : il peut donc étre inférieur a 1, en choisissant
p suffisamment petit. Dans ce cas, f € H. Enﬁn, en posant
v=u-—c,

f+°° 66717562 675u2 du = f+°° 675(71,76)2 du
—o0

— 00
2
= f+oo e %" do
— 00

et f € Hy.
Réciproquement, soit ¢ € R et f = expo (cj — d¢?) qui
est dans Hy. Pour z € R,
= [ expo(=d(j —c)?)
=[" (—65%) = M(z — ¢),

1= j—cet p=j+c Ducoup, E(f) = d(f).

Finalement, FE(f) &(f) si et seulement si
f=expo(cj—dc®)onceR.

Fy(x)
“expo (

donc ¢




