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Corrigé du vingtieme devoir a la maison

I.A. La fonction ¢ est clairement paire, donc il suffit
de I’étudier sur R,.

Elle est continue sur [0, 3] et sur ]%, 4+00[. De plus,
elle tend vers 0 en % a droite. Donc elle est continue
par morceaux sur R .

Elle est intégrable sur [0, 3] car elle y est conti-
nue, et sur ]%, +oof car elle y est identiquement nulle.
Donc elle est intégrable sur R .

| Ainsi, ¢ € Ecpm.

Soit £ € R.
1/2 } e 2imtE
Z(0)(¢ :/ et = [~ ]}/
o= S e
B eimé — eTime _ sin(7¢)
B 2im€ Y
Bien-siir, ce n’est possible que si £ # 0. Par ailleurs,
1/2
Z(2)(0) :/ dr =1
-1/2 T

I.B.1. Pour tout = # 0, grace au développement en
série entiere du sinus, valable sur R, on a

[¥() = ”Z
2n 2
_Z 2n—|—1) '

Et ces deux expressions sont, encore égales en 0.

>2n+1
2n +1)!

| Ainsi, 1 est développable en série entiere sur R.

De plus, | ¥ € €°°(R) comme somme d’une série
entiere.

I.B.2. Soit n € N. En posant z = n 4 u, qui est un
changement de variable licite car bijectif et €1, on a

n+1 n+1
)| dr = / |sm TT) dx

B Y sin(m (n + u)) . [(—=1)™sin(mu)| .
*/o "t w) d*/o Rt

1 sin(ru) . L sin(mu) . 2
_/0 7r(n+u)d z/0 7r(n+1)d Com2(n+ 1)

Alors, pour n > 1,

[ 1ot \dw—Z/ o)l

2 1
2 ﬁ;% n—+00 oo

Cela signifie que la fonction = — [ [4)(t)|dt nest pas
bornée sur R, et d’apres le cours, cela équivaut a
dire que 9 n’est pas intégrable sur R, donc pas non
plus sur R.

| Ainsi, ¥ ¢ Ecpm.

I.C. Soit f € E¢pm. Considérons A =R, I =R et
g: AXR = C, (&1t)— f(t)e 2™,

o Pour tout t € I, £ — g(&,t) est continue sur A.

o Pour tout £ € A, t — g(& t) est continue par
morceaux sur I.

o Pour tout (£,t) € A x I,

9(&, )] = 7).

Comme f € E¢pm, elle est continue par morceaux et
intégrable sur I, donc elle constitue une domination
valide de g.

D’apres le théoréeme de continuité des intégrales
dépendant d’un parametre,
e pour tout & € I, t — g(&,t) est intégrable sur I,
e ot | 7 (f) est continue sur A.

I.D.1. Soit n € N. La fonction x +— z™ f(x) est conti-
nue sur R. Puisque f € ., x + 212 f(z) est bornée
sur R, disons par M, donc pour tout x tel que |z| > 1,
2" f(x)| _ M
2" f(2)| = —F5— < =
z

Comme x + 1/2% est intégrable sur [1,+o0] et
sur |—oo, —1] par parité, il en est de méme pour
x — z" f(x). Donc, puisqu’elle est continue sur R,

x2’

|z = 2" f(x) est intégrable sur R.

I.D.2. Reprenons les notations de la question 1.C.
o Pourtoutt e I, & — g(&,t) est de classe € sur A.
De plus, pour tout p € N et tout (§,t) € A x I,

oPg .
t 2imt)P f(t)e 2,
6 = (2imP 1)
o Pour tout £ € A, t — g(&,t), t — g(€,t) est conti-
nue (par morceaux) et intégrable sur A, d’apres la
question I.C justement.

o Pour tout £ € A et tout p € N*, ¢ — ggg(f,t) est

continue (par morceaux) sur I.
o Enfin, pour tout (§,t) € A x I et tout p € N*,

S0 = ey )

D’aprés la question précédente, t — tP f(t) est in-
tégrable sur R, donc g%;‘f vérifie bien ’hypothese de
domination.

D’apres le théoreme de la classe € des intégrales
dépendant d’un parametre,
e pour tout £ € A et tout p € N*, ¢t — gffj (&,1) est
intégrable sur I,
o | Z(f) est de classe € sur A,
e et pour tout £ € A et tout p € N,

op
@ / agi dqt
+oo )
= (—Qiﬂ)p/ tP f(t)e 2" dt.

— OO
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CORRIGE DU VINGTIEME DEVOIR A LA MAISON

I.E.1. Bien-siir, 0 est continue sur R. De plus, par
croissances comparées, pour tout n € N,

lim z"0(x) =0.

z—+o0
Par continuité,  — 2™ 6(z) est donc bornée sur R.
Ainsi, 0§ € 7.
D’apres la question précédente, y = () est de
classe €' sur R et pour tout £ € R,
+oo
/6= 2ir |
—0o0

En intégrant par parties,

+oo N )
y'(&) = z/ (—2mt)e ™ g7 2t

—00

tO(t) e 2T dt,

3 2 . +oo
= |:€77rt 67217rt§]

+oo
i /
— 00
Ce calcul est valide car tous les objets ont un sens :

les deux intégrales convergent, comme y'(&) et y(&)
(& peu de chose prés), et le crochet est nul car

— 00

et (—2im€)e 2imteqt

lim e ™ e~2imtE — ),
t—+oo
Ainsi, pour tout £ € R,
|v'(€) = =27 Ey().

I.E.2. Alors, pour tout £ € R,

y(&) = y(0)e ™.
Or, y(0) = fjoo 0(t)dt = 1, d’apres ’énoncé. Donc

e}
2
y(f) =e ¢ )
ou encore, | Z(6) = 6.

II.A.* Appliquons le théoréme de convergence domi-
née. Notons encore A = R et pour n € N*, introdui-
sons les fonctions

0,:A—C, geﬁ(f)(§)9(£>.

n

o Pour tout n € N*, 6,, est continue (par morceaux)
sur 1.

o Par continuité de 6 en 0, sachant que 6(0)
(0,,) converge simplement sur A vers .7 (f).

o Avec la question IC, ou méme 1.D, .7 (f) est conti-
nue (par morceaux) sur A.

o Pour tout £ € A et n € N*, sachant que pour tout
uwe A 0(u) <1,

16.4(6)) = |5f<f><f)|e( ) <1Z(HO)

ou .7 (f) est supposée intégrable sur A. Donc I'hypo-
theése de domination est vérifiée.

D’apres le théoréme de convergence dominée,
e les 0, et Z(f) sont intégrables sur A, ce que 'on
savait déja pour Z(f) par hypothese,
e et la permutation est permise :

+oo
[ F(F)(€)de.

L

§

n

lim I, =
n—-+4oo

2

7

I1.B.* Appliquons encore le théoréme de convergence
dominée aux fonctions

t
n n

fuiT—C, trs f( )y(e)(t) _ f(t) o(t).

en notant encore I = R.
o Les f, sont continues (par morceaux) sur I.

o Comme f est continue en 0, (f,) converge simple-
ment sur I vers f(0)6.

o Bien-siir, f(0)6 est continue (par morceaux) sur I.

o Pour tout t € I et tout n € N*, sachant que f est
bornée sur R puisqu’elle est dans %,

t
01 = 71|00 < 111200,
ol  est continue (par morceaux) et intégrable sur I.
Donc I'hypothése de domination est vérifiée.

Alors

e les f, et f(0)6 sont intégrables sur I, ce qui n’est
pas nouveau pour 6,
e et la permutation est permise :

+oo
Jim 3= [ o= 10,
car fj;o O(t)dt = 1.

II.C. Soit n € N*. Calculons :
[ §
L[ /(f)(f)(?(n) a

NV D

D’apres la formule de Fubini admise,
e ([ o))
- /+oo £(t) </+OO e=2imte e<i> d§> dt.

Dans I'intégrale intérieure, posons & = nx : ce change-
ment de variable est licite car bijectif et de classe €

de R dans R.
+oo +oo
()
— 00 — 00
+oo —+oo
- [ 1w ( /
— 00 — 00
Dans l'intégrale extérieure, posons u = nt : la encore,
c’est permis.

= ()
_ /+: f(“> F(0)(u) du

I, = e 2ImINT (1) ndx) dt

e 2mINT (1) dx) ndt.

62””9(x)dx) du
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IL.D. A Daide des trois questions précédentes,
+oo
[
Soit & € R, fixé. Appliquons ce résultat a la fonc-
tion h proposée :

F(f)(€)dE.

lim I, =
n—-+oo

lim J, =
n—-+oo

f(0) =

+oo

h(0) = F(h)(§) d¢.

— 00
Naturellement, pour que cela soit valide, il faut véri-
fier que h € .¥.
La continuité de h est acquise.
Pour tout n € N, on sait que u — u™ f(u) est
bornée sur R : notons M,, un majorant de |[u” f(u)].
Pour t € R,

tVh(t) = t" f(z 4+ 1)

Posonsu=x+1:

=(x+t—a)" f(x+1).

Ph(E) = (u—a) f) = 3™ ) () ).
>(1)
Alors N
)| < ST ) |2 M.
Z;(k> *

Ce majorant ne dépend pas de ¢, donc t — t"™ h(t) est
bornée sur R.

Ainsi, h € % et l'utilisation des résultats précé-
dents est permise.

Bien-siir, h(0) = f(z). Et pour £ € R,

+oo
Fm© - |
—o0
+oo
I
En posant u = x 4+ t, qui est un changement de va-
riable licite,

Fme = [

— 0o

(/.

h(t)e 2Tt dt

fz+t)e 2imtede.

+o0 )
f(u) 672z7r(u7:c)§ du

f(u) ef2i7ru§ du) 621'77:6{

= F(F)(€) ™.
Finalement, pour tout x € R,
+oo )
10 = [ F @

I1.E. Considérons f : z > %e*m. Elle est bien conti-
nue sur R. Et par croissances comparées, pour tout
n €N,

hm " f(x) =0,

z—+
donc z — a™ f(z) est bornee sur R. Ainsi, f € .77.
Déterminons .Z (f). Soit £ € R.

+001
.2

) 1 (1o )
et 6—2271'755 dt + 5 / e—t 6—2171'755 dt
0

€7|t\ 672i7rt§ dt

F(f)(€)

10

3

7

(1—2img)q0 1 [et(—1-2im&) 7+
[1—2mg} +2[ 1—2@7r§]

1 1 1
2 (1—2m§ + 1+2m§> 14422

Alors, d’apres la question précédente, pour tout

z € R,
+oo
ool — / Z(f
eQurr{
= — 5 dé
[ o
ITII.A. Comme f € ., d’apres la question 1.D,
| 7 (f) est de classe € sur R.
Comme par hypothése Z(f) est nulle en dehors de

[—%, 1], il en est de méme pour toute z — z™.Z (f)(x),
qui est donc bornée sur R. Ainsi, | Z(f) € 7.
Pour clarifier les écritures, notons g = .#(f) dans

cette partie III. D’apreés la relation (II.1), on a

f = [ +:

Comme g € ., toujours d’apres la question I.D,
est de classe €°° sur R, donc

| f est de classe € sur R.

1
2
1

21'7715 df

g(&)e 208 de = F(g) (—w).

Z(9)

II1.B. Soient (z,209) € R? et n € N. Appliquons
I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n en xg :

"R (g
_Zf k(' 0)(x—l‘0)k

| — :vo\
(n+1)!

Normalement, la borne supérieure doit se prendre sur
le segment d’extrémités xo et z. Mais comme f("+1)
est bornée sur R, autant prendre la borne supérieure
sur R.

Soit £ € R. Avec les notations de la question pré-
cédente,

S

IIf(”+1 [

JEED(E) = (~1)"H(F (9) ().
Avec la question I.D, sachant que g est nulle en dehors
de [ 4],
FFIE)] = [(F(9) " (=9
1/2
— (27T)n+1 / tn+1g(t) €—2i7rt(—§) dt
—-1/2
1/2
< (271_)71—0—1/ ‘tn+1g(t) e2i7rt§|dt
—1/2
1/2
=t [ g
~1/2
1/2 1 n+1
< [T (5) ol
—1/2\2
=" g]l%-
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1l s’ensuit que ||fOHDR < 771 |g||R, donc

|z — 2o (7|2 — ao)"*!
(n+1)! (n+1)!

Par croissances comparées, ce majorant tend vers 0
quand n augmente, donc

(k) (g
o) = T )

IF % < lgll%-

lim =
n—-+oo

0,

ce qui prouve que la série

*®) (3
Zf k(' 0) (x—ﬂ?o)k

converge et a pour somme f(z). Pour finir, avec les
calculs précédents,

FP(x0) = (F(9)™ (=x0)

1/2 4
=in) [ egle g

1/2 _
— [ irgFF(©@ e,
—-1/2
Et 'on trouve ’expression annoncée.

III.C.* Supposons f nulle en dehors d’un segment
[a,b]. Alors il existe g ¢ [a,b] et r > 0 tel que
f=0sur]zg—r,xo+7r[. Alors, pour tout h € |—r, ],
xo+h € )zg—r,x0+7r| et avec la question précédente,

+00 5

0= flao+h) =Y 0 f) (a).

n=0

On vient d’écrire le développement en série entiere

de la fonction nulle sur |—r,r[, en la variable h.

Par unicité dudit développement, pour tout n € N,
) (x9) = 0. Mais avec la question précédente, on en
déduit que f(x) =0 pour tout = € R.
Si f est nulle en dehors d’un segment, elle est
nulle partout.

IV.A.1. Comme quotient de fonctions de classe ¢!
dont le dénominateur ne s’annule pas,

| g est de classe € sur |-1,1[ ~ {0}.
Comme f est de classe € sur R, elle admet un

développement limité a I'ordre 1 en 0 : pour x # 0
proche de 0,

sy = @) = F0) _ F0)2+ofa)
sin(mx) mx+ o(x)
f'(0) +o(1) f'(0)
- m+o(l) =—0 T - g(O).

| Donc g est continue sur ]—1, 1[.

IV.A.2. Pour z # 0,
J(x) = f'(z)sin(mz) — 7w (f(z) — f(0)) cos(mx)

sin? (7 )

4|7

Faisons a nouveau un développement limité en 0.
/' en admet un car elle est aussi de classe €>° sur R.
Commengons par le numérateur : on obtient

(f'(0) + f"(0)z + o)) (T2 + o(a?))
=7 (f'(0)z+ 5 f7(0) +o(2?)) (1 +o(x))
=1 "(0)7a® + o(2?).
Et le dénominateur devient
(x4 o(z))? = %% + o(x?).
Alors,
L 7(0)mx? + o(x?)
w22 4 o(x?)
3/"(0) +o(1)
T+ 0(1)

g'(z) =
f//(O)

2r

z—0

D’apres un théoreme du cours, comme g est conti-
nue sur |—1, 1[, qu’elle est de classe ¢! sur ]—1, 1[\{0}
et que ¢’ admet une limite finie en 0,

1
0
‘g est de classe ¢! sur |—1,1[ et ¢'(0) = fT()
T
IV.B. Sans difficulté,
1/2 n 1/2 i
Sp(x)dz = / e2imkeq
/1/2 k;n —~1/2

1/2

eZiTrk:v:|

x|

IV.C.* Soient n € N et z € [-3, 3] ~ {0}. Comme

somme géométrique de premier terme e~ 27" et de
raison 27 £ 1,

Sn(m) _ oirnas 1— €2i7r(2n+1)w

1— €2i7raz

im(2n+1)x —im(2n+1)x im(2n+1)x
:6722'7771:1:6 ( ) (6 ( ) —¢ ( ))

et (e—ifrx _ eiTrw)
sin((2n + 1)wx)
sin(mx) '

IV.D.* Soit n € N*.

n 1/2

Z Ck:(f):/

k=—n —1/2
1/2
| 1
~1/2
1/2

= [, U@=fO)S. @+ 0
1/2
/ ) = FO)Su)dx 5 510
Pour z € [—1, 3] \ {0}, avec I'expression de la ques-
tion IV.C,

(f(z) = £(0)) Sn(x)

f(x) Z e2i7rkmdx
k=—n

= (z) Sp(x)dz
1/2
Sp(x)dx
—1/2

g(z)sin((2n + 1) wx).
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Et cette égalité reste valable pour z = 0, car les deux
membres sont alors nuls. Donc
1/2

g(x)sin((2n + 1) wz)da.

n

> e =)+ [

k=—n —1/2

IV.E.* D’apres la question IV.A, g est de classe €'
sur [— ;, 2} donc on peut réaliser une intégration par
parties.

1/2
L.
cos((2n+1)m

[—g(x) Cn+1)7
1/2
+ [ @
—1/2
1 1/2
N (2n+1)m /_1/2
Alors, puisque g’ est bornée sur [—%, 7] — elle y est
continue,
1/2
‘/ )sin((2n+ 1) rz)dz
1/2
1 1/2
< */
(2n + 1)7T 1/2
1 1/2
< ——— 212]d
<G / I/ de =

IV.F. Soit t € [-1, 3], fixé. L’inégalité demandée

suggere d’utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange pour
G, a Pordre 2 en 0. Pour raccourcir (un peu) les écri-
tures, utilisons la notation de I’énoncé a la question
suivante : hy(z) = f(x +1t), donc h(0) = f(¢). Mieux,
ou pire, omettons la dépendance en t : c’est plus
confortable et plus dangereux. Pour tout = € [—3, 1],

G(x) = W (x)sin(rz) — (h(x) — h(0)) 7 cos(r z).

g(x)sin((2n+ 1) wx)de

x)]

cos((2n+ 1) wx)
2n+1)w

1/2

—1/2

dx

g'(z)cos((2n + 1) rz)dz.

lg/(@)|leos((2n + 1) ma)| o

lg'll5
T(2n+1)

ll
2’2

Puisque f est de classe €>° sur R, G est sur

[—%, %] En particulier, pour tout x € [—%, %],

G'(z) = 1/ (z)sin(rz) + 1/ (z) 7 cos(m x)
— W (z)mcos(mx) + (h(z) — h(0)) 72 sin(r )
= 1/'(z)sin(rz) + (h(z) — h(0)) 72 sin(r x),
G"(z) = W' (x)sin(mz) + b’ (x) w cos(m z)
+ B/ (z) 72 sin(rx) + (h(x) — h(0)) 7 cos(m x).
On voit que G(0) = G'(0) = 0. D’apres I'inégalité de
Taylor-Lagrange annoncée,
G (@) ezt

= |G(z) - G(0) = G'(0) | <

En outre, avec I'inégalité triangulalre et en bornant
les fonctions trigonométriques par 1,

|G (@) < [P ()| + 7B ()] + 72 W ()] + 7° [ ()]
<R + IR (1% + 7 1115 + 7 1Al

5(7

Et comme h n’est quune translation de f, sa norme
infinie et celles de ses dérivées sont celles de f, et de
ses dérivées :

1G” (@) < IF I + 7l £1% + 72 1% + =) FIE-
Alors,
3
G752 <3 Ak B
k=0

Finalement, en posant

3
> I,
k=0

1 l]
2020
G(z)| <

L’objectif est atteint, car D ne dépend nide z, nidet.

1

D =

[\)

pour tout = € [—

D2

IV.G. Soit t € [-1, 3], fixé. Utilisons le méme abus
d’écriture en omettant la dépendance en t.

La fonction h est de classe € et 1-périodique :
les premieres questions de la partie IV lui sont donc
applicables.

Introduisons la fonction suivante, que 'on no-

tera abusivement encore g plutdt que g; : pour tout
x € [-1,1],
h(z) — h(0) |
= -1,0,1
R0
00) =" (1) = 1) = —900).
D’apres la question IV.D,
n 1/2
Z ck(h) = h(0) —|—/ g(x)sin((2n + 1)7z)da.
k=—n 71/2

D’une part, pour k € Z,
1/2
L
1/2
L

En posant y = x + ¢,
t+1/2

) = [
t—1/2

_ t+1/2
_ 6217rkt /
t—1/2

Or la fonction y — f(y) e 2" est 1-périodique,
donc son intégrale sur tout intervalle de longueur 1 —
une période — est la méme. Ainsi,

cip(h) = h(z)e 2"k dg

flz+t)e 2mFedy,

f(y) e—QiTrk(y—t) dy

fly)e 2™ v dy.

1/2 ) )
f(y) e—2z7rk:y dy — e?z‘n’kt
1/2

2imkt

ck(h)=e ck(f)-

D’autre part, h(0) = f(t). Et enfin, d’apres la

question IV.E,

—1

‘ /1/2 ly'llss??!
1/2

((2 1 dz| <
)sin((2n+ 1) 7a)dx Gn+lr

X
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Ici, en reprenant I’expression de la question
IV.A.2 et les notations de la question IV.F, pour

xG[ 2)2] {0}7

J(z) = K (z) sin(m ) _S?H(Zh((:i_)_ h(0)) cos(mx)
_ flla+t)sin(rz) —m (f(z+t) — f(t)) cos(mz)
sin?(mz)
__G@)
sin? (7 x)

Alors, avec le résultat de la question IV.F,

Da?
sin?(mz)’

g’ ()] <

Jouons un peu. On sait que pour u € [0, %],

sinu > 2 u, donc sin®u > 2 u? et c’est encore vrai
sur [—5, 7] par parité. En posant u=rmx,uc -5, 5]
car x € [—3, 3], donc
x? x? 1
sinf(rz) & (wx)? 4
Ainsi, pour tout z € [—3, 2] \ {0},
D
g@l< .

Et comme ¢’ est continue sur [—31, 1], cette majora-
tion est encore vraie en 0. Alors

11 2
4

lg'll5 =" <

)

D

Sln 2n+1)7f’x)dx m

1/2
i/
Commentaire. Cette majoration explicite est inuti-
lement sophistiquée. Il aurait suffi de dire que la

fonction
> i
s
sin? (7 )
1

est clairement continue sur [—1, 2] \ {0}, et avec un

272
rapide calcul d’équivalents, qu’elle se prolonge par
continuité en 0. Donc elle est bornée sur [—3, 2]\ {0}.

Ainsi, pour tout t € [—1, 1],

|f(t) S enl(f)erinht

k=—n
1/2
|
V.A. La fonction .7 (f) est nulle en dehors de[-1,1]:
cela signifie qu’en % a droite et en —5 a gauche, elle est
identiquement nulle, ainsi que ses dérivées. Comme

elle est de classe €° sur R, il doit en étre de méme

D
((2 1 dr| < ———.
)sin((2n+ 1) 7a)dx 7 @n D)

en s a gauche et en —5 a droite.
Pour tout n € N,
(Z(N™(G) = (F(H)H™M(=3) =0.

6

7

V.B. Par définition, h est de classe € sur ]—%, %[,
car elle y coincide avec Z(f). Par 1-périodicité, il en
est de méme sur R \ (3 + Z).

De plus, avec la question précédente, h est nulle
en = a gauche et en —5 a droite, ainsi que ses déri-
veeb Alors par 1-périodicité, il en est de méme en
% a droite et f% a gauche. Alors, pour tout n € N,
h(”)(%) =0, donc par 1-périodicité, h™ est nulle sur
3+ 2.

Finalement, h est de classe €°° sur R.
Commentaire. Les notations ne sont pas tres heu-
reuses. Désormais, la fonction h est celle que 1'on

vient de définir, et plus celle de la partie IV.

V.C. La fonction h est de classe € et 1-périodique
donc avec U'inégalité (IV.1), il existe E tel que pour

tout ¢ € [—3, 3]

n

h(t) _ Z Ck(h) eQzTrkt

k=—n

E
2n+1°

<

Comme la suite (E/(2n+1)) tend vers 0 et ne dépend
pas de t, cela signifie d’apres le cours que la suite de

fonctions
(tH Z ck(h)e%“kt>

k=—n
converge uniformément sur [—%, %] vers h. Or h coin-
; Tz 11
cide avec .7 (f) sur [—3, 5].
Ainsi, la suite de fonctions

converge uniformément sur [—3, 1] vers .Z(f), ou
l'on a posé, pour tout k € Z, ey, : t — e2™Ft et

1/2
dy = /
—1/2

Z(f)(x)e 2™k dy,

V.D. Soit 2 € R. D’apres I'égalité (I1.1), sachant que
Z(f) est nulle en dehors de [—3, 3],
1/2
fx) = ) F(f)(€)e* e de.
—1/2

D’apres la question précédente, pour n grand,

F(f)(&) est proche de
Z dke2i7\'k‘§.
k=—n

La, on évoque la convergence simple, qui découle de
la convergence uniforme. Alors, on a 'idée de calculer

12 / n
/ Z dy, e217rk5 einxgdg
1/2

k=—n

-yaf”

k=—n

2i‘n’($+k})§ dé—
1/2
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Siz+k#0,
1/2 im(x+k 1/2
/ e2im (v 4k)E de = {W}
s 2im(z+ k)| )
eim(atk) _ o—im(z+k)  gin(r(x+k
_ . _ sin(r D _ Yr(z).
2im(z + k) m(z + k)
Et six + k - 07
/2
/ 2T @RS qe = 1 = h(0) = Vi (—k).
~1/2

Dans tous les cas,

Yr(z)

Alors,

1/2
L

— > dptn()

k=—n

1/2
-1,

-2

k=—n

F(f)€)e* e de

( Z dk: e2i7rk§> eZiTrxf df
k=—n

n
Z dk e?i‘n’kf) 621'7715 df

1/2
L

1/2
- /_1/2
(f NE -

1/2
L

F(f)(€) e ™™ de

217r (z+k)€ df
1/2

of

k=—n

62i7r(z+k)§ df

7
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Donc

|f(a:) - Y ditr()

k=—n

n
Z dy, ¢27KE

1/2
< / F()E) - ag
71/2 k=—n
,l l]
1/2 2132
< di ey d¢
[ro-%
- %v%]
H Z dkek
k=—n

Ce majorant tend vers 0 avec n et ne dépend pas
de z, donc

la suite de fonctions

()

converge uniformément sur R vers f.

V.E. Soit j € Z. En utilisant la relation (II.1) et la
question V.C, on a

1/2 o
/ —2z7r_]£d£ — dj~

1/2



