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Corrigé du vingt-septieme devoir a la maison

1. Soit & € |1, 1[. On sait que
1 = [—1/2
—(1— —1/2: )"
=0 = 3 (7)) e
Soit n € N.
~1/2) _ [iso(=5 — &)
n n!

roo (-3 (1+28) TTpo,(2k)
n! HZ:1(2]‘5)

- (;)" 71(!222);! S L 0

47 (n!)2
Donc, pour tout x € |—1,1],

1 - n n
Vlfx:n;)Tx

2. Soit z € ]-1,1[. On a f(z) = > 77 janz", dou

S, e = fartt),
n=0

On sait que quand z — 17, v/1 —z f(z) — /7, donc

par composition des limites, sachant que 2?1 — 1~

V1 —ar+l f(aPt) o /7

Par ailleurs, toujours quand z — 17,

1— Pt =

(1—2x) Zx ~(1—-z)(p+1),

k=0
donc

\/1 = ppt+1 (p+1 1— 1 /er f p+1

et
s

lim 1 —zf(2P™) =

rz—1— p-l—l

3. La fonction h,
10, 4-o00].

De plus, |h,(t)] ~ts0+ 1/t ot t + 1/3/t est inté-
grable sur ]0, 1], donc hj, l'est aussi.

Enfin, pour ¢t > 1, 1/v/t < 1 donc |h,(t)| < e7! ot
t — e " est intégrable sur [1, 4+o0[, donc h,, aussi.

Ainsi, h,, est intégrable sur |0, +oof et

s x o e~ (DY //E est continue sur

| I'intégrale converge.

Le changement de variable u = (p+ 1)t est bijectif et
de classe ¢! de )0, +o00o[ dans lui-méme. Donc, sachant
que la premiére intégrale converge, on peut écrire

/+00 ef(erl)t 4 +o0 e U du
Z  dt=
0 Vit o Vu/lp+1)p+l
1 oo o T

= — —du=,/——.
vp+1Jg Vu p+1
Gréace a la question précédente,
e—(p+1)t

+oo
lim v1— P+l :/ - dt.
Jlim z f(z) | 7

4. Soit un polynéme Q.
Si @ = 0, ’égalité voulue est évidente.
Si @ # 0, en notant ¢ = deg (), on peut écrire

= i b, X?.
p=0

Soit € ]-1,1[. On a
e’} e e} q
Zakku(xk) = Zak bpx(p+1)k
k=0 k=0 p=0

Q

M8
S

_ Z by pP+1E

p=0 k=0

car la somme sur p est finie. Alors,

‘\/l—xZakx Qx

= pr (\/1 - xi ak x(p+1)k>
k=0

p=0
g +oo ,—(p+1)t
e
— b —dt
x—1— Z P A \/i

comme somme finie de limites,
et avec la question 3

“+oo €7t q ot
T i \/E<p§=:0bpe )dt

toujours parce que la somme est finie,
et par linéarité de l'intégrale

= /0+OO e\/; (e7t)dt

5. La fonction h est continue par morceaux sur [0, 1], car
elle est continue sur [0,e71[ et [e71, 1], et elle admet des
limites finies & droite et & gauche en e~!. Donc la fonc-
tion ¢ : t + e~ th(e™?)/V/t est continue par morceaux
sur ]0, +00l.

Soit t €]0,1] : alors e~t € [e71, 1],

et ¢ est intégrable sur ]0, 1].
Soit t € [1,+00[ : e7t < e™! donc

e”l sit=1,
o(t) = { .

0 sinon,

et ¢ est intégrable sur |1, +o0].
Donc ¢ est intégrable sur |0, +oo[. De plus,

/O+Oog0(t)dt:/01<p(t)dt: \(Z [2\/]

6. Soit € [0, 1]. Comme hmkHoo ¥ =0, il existe un
rang & partir duquel z* € [0,e71[, donc h( k) =0. Au-
trement dit, la suite (ax z* h(2"))ren est nulle & partir
d’un certain rang, donc | > ag ¥ h(2®) converge.
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CORRIGE DU VINGT-SEPTIEME DEVOIR A LA MAISON

7. Posons z,, = e~ /" pour n > 1. Comme z,, — 1, en

utilisant I’égalité de Karamata et par composition des
limites, on a

lim 1 —anakx h(zx

n—oo \/i
Par ailleurs, pour k£ > n, xﬁ = e F/" < ¢! donc
h(zk) = 0. Alors

Zakx h(x

En outre, quand n — oo,

V1 anakaﬂ h(x

1 n
7 Z ke
In k=0

—-1/n

=2 ww
k=0
1

n=1—e

Y

~ L donc
n

n

11 s’ensuit que Z ar, ~ 2+/n.

n—00
k=0

8. Comme 0 < a <1< f,0<an<n < fn donc
0 < [an] < n < [Bn] par croissance de la fonction partie
entiere. Par hypothése, n — [an] et n — [Sn] sont non
nuls, donc [an] < n < [Bn].

Comme la suite (ay) décroit, pour tout &k <
donc

n, ag Z ap

— S[an] = Z Z An = Gn (n - [OéTLD

Sh
k=[an]+1 k=[an]+1
et
Sn - S[an]
———— 2 ly.
n — [an)
De méme,
[Bn] [Bn]
Zak Zan—an [Bn] —n)
k=n+1 k=n+1
et g S
2lBn]l 7O
[Bn] —n
9. Soit v > 0.

On sait que quand x — 400, [z] ~ x. De plus, quand
n — 00, yn — 00, donc par composition, [yn] ~ yn et

n 1

s

bl

yn
En outre [yn] — oo et d’apres Iénoncé, S}y ~ 2
Donc

NG Vi Vin

10. Soient € > 0 et n € N. Avec 'encadrement de la
question 8§,
Sipn — Sn

Vn FIETER na, <+vn

Traitons séparément chaque extrémités de ce nouvel
encadrement.
D’une part,

vn

=2,/

Sn Sn - S[an]

n—lan]

Sn - S[an}

n — [an]

Sn - S[an]
Va1 = )

/O+OO  etydi = 2.

[ynl.

2

4

Avec la premiere limite de la question précédente,

lim 1— M =
n—oo n
Avec ’hypothese de ’énoncé,
Sh
=2.

n— oo f

Et avec la seconde limite de la question précédente,

S[an
nh_mo NG =2+/a.

Par opérations sur les limites, on en déduit que
Sp— S 2—-2 2
lim /n 2 2lenl va _ .
n—»o0 n — [an] 1—« 1+ Va
Donc il existe un rang Ny tel que pour tout n > Ny,
Sn - S[an]
n
n — [an]

2
< +e€
S 1+ Va
D’autre part, selon un procédé analogue, il existe un

rang N> tel que pour tout n > N,

S[ﬁn]—Sn 2 _
Vg 21 S

Pour finir, en revenant a ’encadrement du début
de question et en posant N = max (N1, Ny), pour tout
n>N,

2 J—
1+VB

11. On voit que

lim
ai>1* 1+f

Donc il existe a < 1 tel que
2

1+ o

<1l+e.

De méme,

lim —— =1
/31>1+ 1++B ’
donc il existe 8 > 1 tel que
2

[V A

Avec ces a et [ fixés et avec 'encadrement de la
question précédente, pour n assez grand on a

1-2e <vVna, <1+ 2e.
Cela signifie que | lim vna, = 1.
n—r oo

—&.

12. On a
| P(Xk)-‘rl = il) . ,Xn = in—k})
n—=k
=P ( m { Xy = 23}> par définition
j=1
e car les X; sont
_ R 4
o 1 P(Xktj =15) indépendantes
j=
e car les X; ont
_ . i
- s P(X;=1)) la méme loi
- a nouveau par
. Y
o ( m X5 =1 }> indépendance
P(Xy=i1,..., Xpn = in_p)
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13. On a
| P(Sk+1— Sk =1, -+, S0 — Sk = jin—k)
=P(Xpq1 = j1, Xpp1 + Xpy2 = J2, - -,
Xppr+ -+ Xn = Jnk)
=P(Xit1 = J1, Xpr2 = J2 — J1,- - -,
Xn = jn—k - jn—k—l)
=P(X1=j1, X0 =j2—Jj1,---,
Xon—k = Jn-k = Jn-k-1)
d’apres la question précédente
=P(X; =/, X1+ Xo=jo,...,
X1+ + Xk =Jnr)
=P(S1=j1,% =J2,.. ., Snk = Jn_k)-

14. Par définition de T, T" > 1 > 0 donc Ey = {2. Or
AP = {S,, =0} donc

P(A?) =P(S, =0) =P(S, = 0)P(Ep).
Soit k € [0,n — 1]. Comme

n

2={Sk=0}ﬂ( N {Si7é0}>7

i=k+1
P(4}) = P(5, :0>P< N (540 {sk:0}>.
i=k+1

Puisque S; = 0 dans cette probabilité conditionnelle,
M {5:#0}

P< k ’{5k=0}>
i=k—+1

:P< ﬁ {Si — S # 0} {Sk:0}>.

i=k+1
De plus, pour tout i € [k + 1,n], Sk = X1 + -+ + Xk
et S; — Sk = X1+ -+ + X;. Ainsi, S; — S ne dépend
que des X; pour j > k41 et S; ne dépend que des X

pour j < k. Donc les S; — S, et Si sont indépendantes.

Alors
() {Si— Sk #0}

P( ‘ (S = 0})
imkt1

P( ﬁ {Si5k7é0}>

i=k+1

Mais par construction, (;_, ,,{S; # 0} = E,_. Ainsi,
[P(A}) = P(Sk = 0)P(E, )

ﬂ {S; # 0}> d’apres la question 13.
i=k+1

15. Montrons que la famille (A})gefo,n) constitue un
systeme complet d’événements. Si tel est le cas,

> P4y
k=0

ou encore, grace a la question 14,

- )

En: P(Sk = 0)P(En—x) =

k=0

3]4

Montrer que (Aj})refo,n] constitue un systéme com-
plet d’événements signifie que {2 = UZ:O A} et que pour
tout ¢ # j, A7 N A} = @. Autrement dit, cela signifie
que tout w € 2 appartient a I'un des A}, et un seul.

Soit w € 2. Considérons ’ensemble

{i € [0,n], S;(w) = 0}.
Comme Sp(w) = 0, il est non vide. A I’évidence, il est
majoré par n. Alors il admet un plus grand élément :
notons-le k.

Soit j € [0,n]. Dire que w € A7 signifie que S;(w) = 0
et pour tout i > j, S;(w) # 0.

Par construction, c’est le cas pour j = k, car
Sk(w) =0 et pour tout @ > k, S;(w) # 0.

Supposons j # k. Si j < k, Sg(w) = 0 avec k > j
donc w ¢ A Et si j > k, S;j(w) = 0 donc également
wg AL

Ainsi, on a bien prouvé que w est dans un unique Aj}.

16. D’abord, pour tout n € N, 0 < P(S, =0) < 1 et
0 < P(E,) < 1 puisque ce sont des probabilités, donc
en nommant Rg et Rp les rayons de convergence des
séries entieéres > P(S, =0)z" et Y P(E,)z", Rg > 1
et Rg > 1.

Ensuite, considérons le produit de Cauchy

> (ZP(Sk = 0>P<En_k>> "
k=0

des deux séries entiéres précédentes, de rayon de conver-
gence Re. D’apres le cours, Re > min(Rg, Rg) donc
R > 1. De plus, pour tout |z| < min(Rg, Rg), donc en
particulier pour tout z € ]0, 1],

Z(
n=0

D

P(Sp = 0)P(En_s) >:c”
k=0

= 1 d’apres la question 15

17. Soient n € N et w € 2. On a
Sn(w) =D Xi(w).
i=1

Regroupons les X;(w) qui valent 1 et ceux qui valent —1.
Pour cela, introduisons les ensembles

I'={ie[0,n], Xi(w)=1}
et J = {i € [0,n], Xi(w)=—1}.

Par construction, [0,n] = I U J, ou la réunion est dis-
jointe, et

Sp(w) = ZXi(w) + ZXi(w)

iel ieJ
= Z 1+ Z(—l) = card [ — card J.
iel ieJ

Alors,
Sp(w) =0 <= cardI = card J = n € 2N.
Donc sin € 2N + 1, S, (w) # 0. Ainsi,
| pour tout p € N, P(S2,41 =0) =0.
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Soit p € N. L’événement {S3, = 0} s’écrit aussi

U (o)l

1c1,2p] \ \i€l il
card I=p

Comme cette réunion est disjointe et que les X; sont

indépendantes,

P(S2p = 0)
= Y <<H P(X :1)) X (H P(X;= — 1)))
Ic[[d1}2:p£ i€l i¢l

11 1

020 4\ p )’

-(7)
D
18. D’apres la question 1, pour tout z € |0, 1],

i P(S, =0)z" = iP(sgp =0)z??
n=0 p=0

p04p V1—a?

Alors d’apres la question 16,

> P(E,)a" = =0)z"
n=0 n= 0
1+
o2
lf:c 1-z 1—2a

19. Posons, pour n € N, a,, = P(E,,) et pour « € ]0,1],

(oo}
x):E apa” = T
n=0

On voit que lim,_,1- v1 -z f(2) = V2.

Pour utiliser la partie B, modifions f en
. ™ [1+x
T KR el
2V1-2’
de sorte que lim,_,;- v/1 — x f(z) = /7. Alors, d’aprés
la question 7,
n
> ar
n—roo
k=0

Puisque la suite des événements {T" > n} décroit
clairement, la suite (an)n>o aussi. Alors, la partie C
s’applique, d’ou ’on tire que

14+

2./n.

1
o e

Avec la modification de f, cela signifie que

20. Clairement, {T = +oo} = (/{7 > n}. Comme
la suite des événements {T' > n} décroit, d’apres le

théoreme de la continuité décroissante,
P(T = 4o00) = lim P(T >n) = lim P(E,) =0,
n—oo n— oo ——

grace a I’équivalent précédent.

4

4

21. Pour tout n € N*, {T>n—1} = {T=n}U{T >n},

et cette union est disjointe, d’ot P(T'>n—1) = P(T'=n)
+P(T>n), ou encore P(T' =n) =P(E,_1) — P(E,).
Ainsi, pour tout z € ]0, 1],
S P(T=n)a"=> (P(Ey,_1) - P(E,))z"
n=1 n=1
=Y P(E,_1)a" =) P(E,)a"
n=1 n=1
=z P(E,)z" (Z P(E,)z" — 1)
n=0 n=0
_ \/1 +x \/1 te
-7 1—-2z 1-2z
1+
=1+ (z—1
t@-y\ 17—
—V1i—-zV1l+4+zx
=1—+1-—22

Bien-siir, la propriété est encore vraie pour x = 0
(0 = 0); et pour z = 1, par propriété d’une loi de
probabilité et sachant que P(T = +o00) = 0,

+iop(:rz ZP

)+ P(T =+40)

neT(§2)

22. La fonction z — 1 — v/1 — 22 est paire donc son dé-
veloppement en série entiére ne contient que des termes
d’exposant pair. Alors, pour tout n € N,

P(T=2n+1)=0.
De plus, pour tout z € [0, 1],

—\/l—xQ:iP(T:
n=1

En posant y = 22

_F:iP(T:

En dérivant par rapport a y, et avec la question 1,

1 11 /2n
1— 1— = = = — — n
(1= VI=0)= 57— 224()y

donc en intégrant, sachant que la fonction est nulle en 0,

, on a donc

dy

1o 1 /2n) y™t!
1-V1-y==Y —
Y 27;)4”<n>n+1
Iex 1 [/2n—-2\y
—z;4n—1<n_1>n-

Par unicité du développement en série entiere, on en tire
*
que pour tout n € N™,

(2n—2' 1

—om) — )
P(T_zn)_i((nfw) Ty
1 (2n-2) @2n)@n-1)
T 1n<<n 1)) 2n)(2n—1)
(2n—-1 4”(7@)




