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Vingt-neuvieme devoir a la maison

[ENS07]
Durée : 4 heures
L’usage de calculatrices électroniques de poche n’est
pas autorisé.

INTRODUCTION

Recourir a la simulation numérique est indispen-
sable pour maitriser la complexité croissante des sys-
témes physiques ou chimiques. L’'impact du choix des
modeles d’équations aux dérivées partielles non li-
néaires et de leur discrétisation sur le code numérique
est alors intimement lié aux choix des méthodes nu-
mériques mais également a la stabilité intrinseque des
modeles continus. Montrer qu’un systéme d’équations
aux dérivées partielles non linéaire est stable revient
alors & considérer une suite de solutions a priori du
systeme qui est supposé bornée uniformément dans
un espace fonctionnel adéquat (en général Iespace
d’énergie du systéme). Il s’agit alors de montrer qu’il
existe une sous-suite qui converge en un sens donné
vers une entité qui est elle-méme solution du systéme
d’équations aux dérivées partielles de départ.

Pour montrer une telle stabilité, les non linéari-
tés du systeme d’équations aux dérivées partielles
peuvent poser quelques problemes en présence d’os-
cillations ou de concentrations : oscillations d’ondes
acoustiques et phénomenes de concentration de masse
par exemple. Nous commencerons ce probleme par
un exemple d’oscillation et un exemple de concentra-
tion ou nous verrons que convergence forte et conver-
gence faible vers 0 dans L? ne sont pas deux notions
équivalentes. On établira ensuite diverses inégalités
importantes pour 1’étude d’équations aux dérivées
partielles non linéaires qui permettent de montrer
quelques résultats de convergence forte c’est-a-dire
quelques résultats de stabilité non linéaire.

N.B. On attachera la plus grande importance a la
clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit E = €'(]0, 1], R) '’ensemble des fonctions conti-
nues de [0, 1] dans R. Pour 0 < p < +00, on introduit
I’application

1 1/p
Fe B |fl, = [/ If(t)l”dt} |

Pour tout 1 < p < 400, on définit 'exposant conju-

gué p’ de p par
1 1

+
p D
Cette notation sera utilisée de fagon systématique
tout au long du texte. On rappelle que les |||/, sont
des normes sur E.

/

Limite sup et limite inf. Par définition, pour toute
suite réelle (v, )nen, la limite inf est définie par

liminfv, = lim inf v.

n—+oo n—+oo k>n
Il en est de méme pour la limite sup qui est définie
par

limsupv, = lim sup vg.
n—+oo n—+00 k>n

Convergence faible ou forte vers 0 dans L?. On dira
qu’une suite (up)neny d’éléments de E converge fai-
blement vers 0 dans L? si et seulement si, pour toute
fonction ¢ de classe € de [0, 1] dans R nulle sur un
voisinage de 0 et de 1 (c’est-a-dire qu’il existe ¢ tel
que ¢ soit nulle sur [0, 4] et [1 — 4, 1]) :

1

lim Up @ = 0.
n—-+4o0o 0

On dira que l'on a convergence forte vers 0 dans L?
si et seulement si

i g =0.

A - OSCILLATIONS ET CONCENTRATIONS

Nous allons, dans cette partie, étudier quelques pro-
priétés liées a la convergence faible et la convergence
forte vers 0 dans L2.

QA.1) Soit (uy), une suite de fonctions de E. Mon-
trer que si cette suite converge fortement vers 0
dans L? alors elle converge faiblement vers 0 dans L2.

QA..2) Phénoméne d’oscillation. Soit la suite (un)n
dans E définie par wu,(z) = sin(nz). Montrer que
cette suite converge faiblement vers 0 dans L?. A-t-
on convergence forte dans L? vers 0? Pourquoi ?

QA.3) Phénomeéne de concentrations. Soit la suite
(tun)n définie par

1
up(x) = /n &OQ:CS%,
1
un(x) =0 si— <x<l1,
n
1

. 1
si — <z < —.
2n n
Montrer que les éléments de la suite sont dans FE.
Montrer que cette suite converge faiblement vers 0
dans L?. A-t-on convergence forte dans L? vers 0°?
Pourquoi ?
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B - INEGALITES DE HOLDER
ET INTERPOLATION

QB.1) Soient 1z, x5 des réels positifs. Soit
1 < p < 400, montrer par concavité de la fonction
logarithme que

/

zy | @

1Ty < — + —.
p

/
QB.2) En appliquant linégalité précédente a
x1 = M| f(z)] et &9 = |g(z)], pour A\ bien choisi,
montrer que

1
lélfghhréHfMAMHw-

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.

QB.3) Soient py, ...
Soit € [1, 400/, tel que

1 1 1

= =

r P Pn
Montrer par récurrence que, pour toute famille de
fonctions fi,..., fn, d’éléments de F, alors

11 Falle < W fillpy - I fnllpn-

QB.4) Considérons u appartenant a E. Soit p, ¢, r
et Qavec 1 <p, g<4oo,0<O< et

1 6 1-—46

r p q
Montrer que

lully < [l llullg ™

QB.5) Soient p1,p2 € [1,+o0[ avec p1 < po et
(un)nen une suite de fonctions de E qui converge
fortement vers u € E pour la norme ||-||,, c’est-a-dire

|l — ullp, = 0 quand n — +oo.

On suppose également que la suite (u, )nen est bornée
pour la norme ||-||, .

Montrer que pour tout p strictement compris entre
p1 et po, la suite (un)neN converge fortement vers u
pour la norme ||-||,.

C - LES INEGALITES DE CLARKSON

Dans cette partie, nous allons établir des inégalités
dites de Clarkson. Elles permettront de donner un
résultat de convergence forte.

QC.1) Soient f et g deux éléments dans E. On désire
montrer que, pour p > 2, on a

P
u>]V;g

+
p

1 1
<11 + 5 gl

f—g
2

p
p

Nous allons scinder la démonstration en trois étapes.

, Pn. des réels strictement positifs.

2

2

QC.1.1) Montrer que, pour tout  positif ou nul,

(2)

QC.1.2) En utilisant (2), montrer en posant x = u /v
pour u et v bien choisis, que, pour tout a, b réels quel-

conques
P . a2 + b2 p/2.
2

QC.1.3) Utiliser la convexité de la fonction qui a u
dans R* associe u?/? pour en déduire I'inégalité de
Clarkson (1).

14 2P < (14 2%)P/2.

p

a—b
2

a+b
2

QC.2) Soient f, g € E, on désire montrer que, pour

l1<p<2,ona
[)/ 1 1 1/(p—1)
g _ Py - p .
< (g 5hoty)

? H f-g
+ 2
P
Nous scinderons la démonstration en trois étapes.

® |55

QC.2.1) Cette question a pour but de montrer que,
pour tout  dans |0, 1[, on a

(@) o) = P

QC.2.1.1) En développant en séries les différents
termes formant h(z), expliquer comment ramener
I’étude dusigne de h a I’étude du signe, pour tout k, de

— (147t >0.

1— ‘,E(Qkfl)p'fﬂc

2k —1)p —2k  2kp/ —2k

1— szp'72k

QC.2.1.2) Montrer que la fonction G qui & u associe
(1 —2a%)/u, (& z fixé) est décroissante.

QC.2.1.3) Déduire I'inégalités (4) des deux questions
précédentes.

QC.2.2) En utilisant (4) avec x = (v — u)/(v + u),
montrer que pour tout u, v dans R

p/ 1 1 1/(p—1)
< (gl +glor)

QC.2.3) Montrer maintenant 1'inégalité de Clark-
son (3) en utilisant (5) et I'inégalité de Minkowski
suivante (que ’on admettra) : pour tout a, b € E et
0<p—1<1alors

’
p

U+ v
2

u—v

5) -

lallp—1 + [1bllp—1 < lllaf +[b][lp-1-
QC.3) Soient 1 < p < 400 et (un)nen une suite de
fonctions de E et u appartenant a E telles que
[unlly = llullp quand n — +o0

et
Uy + U

.
lullp < lim inf

P
Montrer en utilisant les inégalités de Clarkson que
la suite (up)nen converge fortement vers u pour la
norme ||-|[p.



