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Corrigé du vingt-neuvieme devoir a la maison

Préliminaire. Voici deux résultats que nous utiliserons
plusieurs fois dans le corrigé.
Par définition de I’exposant conjugué,

/

p/: p et p= p
p—1 p-1

Pour tout réel a # 0 et toute fonction f € F,

1 a/p
|f||§‘< / |f|”>
1 a/p
([ 1rre) =1 e
0

QA.1. Soit une suite (u,) de fonctions de E qui
converge fortement vers 0 dans L2, c’est-a-dire
lim;, s 400 ||ttn |2 = 0. Soient n € N et ¢ une fonction de
classe € de [0, 1] dans R nulle sur un voisinage de 0 et
1. Grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le segment

0.1],
/w] < \// u|\// 0P

= lunll2 lpllzs ——>0,

donc la suite (uy), converge faiblement vers 0
dans L2

QA..2. Soient n € N et ¢ comme ci-dessus. En intégrant
par parties, ce qui est possible puisque u,, et ¢ sont de
classe ¢! sur [0, 1],

/O ' in(ne) o(x) de
-]+ 1 *cos(nz) ' (x) da

n

1
n

/01 cos(nz) ¢’ (z)dx

/ | cos(nz)| | (x)|dz <

— 0,

n—-+oo

/ ¢ (@)] da

donc la suite (uy), converge faiblement vers 0
dans L2.

Par ailleurs,

1 1
1 — cos(2
”“””32/ SinQ(”x)dx:/ L= cos@na)
0 0 2

% <1 B [Sin(;:‘r)};) notoo 2 #

| donc (u,,), ne converge pas fortement vers 0 dans L.

QA..3. Soit n € N. Pour se fixer les idées, voici le graphe
de u,.

R

0 1

2n

1

S

La fonction u,, est constante donc continue sur les seg-

ments [0, 3] et [, 1]. Sur Pouvert | elle est affine

donc continue. Enfin, on voit que

2n5E[7

lim  wuy(z) = lim

2 1-
z—1/(2n)t+ z—1/(2n)t+ \/ﬁ( nﬂf)

1
n = Un % )

lim 2yn(1-nz)

z—1/n—

o (t)
n

donc u,, est continue sur [0, 1], ce qui signifie que

li " =
J;—)lll}ln_ U ()

| pour tout n € N, u,, est bien dans E.

Soient n € N et ¢ comme plus haut. Par définition,
il existe 6 > 0 tel que ¢ = 0 sur [0, d]. Découpons :

1 ) 1
/ Un@:/ un‘P+/ Un P-
0 0 0

L%J—i—l,sin}N, % < 4, donc
un @ = 0 sur [0, 4] car ¢ Vest, et u, @ = 0 sur [4, 1] car

u, l'est. Alors,
1
/ Un P = 07
0

| et (un)n converge faiblement vers 0 dans L2

En choisissant N =

Par ailleurs,

1 1/(2n) 1
funl = [ 2> [T 2=,
0 0

| donc (un)n ne converge pas fortement vers 0 dans L.

QB.1. Pour tout z € R%, In" 2 = —% < 0 donc le loga-
rithme est bien concave. Alors pour tout (u,v) € (R%)?
et t €]0,1[, on a

In(tu+ (1 —t)v) > tin(u) + (1 —¢)In(v).
Pour z; et o strictement posmfs en appliquant cette
relation & u = 2f > 0, v = 2 >0ett=,€l0,1f0
al—t—;e]O 1] et

NEREART
p

p/
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CORRIGE DU VINGT-NEUVIEME DEVOIR A LA MAISON

Par croissance de 1’exponentielle,
’
ay @
— + = =2 1122
p

Bien-stir, si I'un ou l'autre de x; ou x5 est nul, cette
inégalité est clairement vraie.

QB.2. Pour z1 = \|f(x)| et 2 = |g(x)], on a
NP\ f(z)|P z)|”’
zya = A f(x)g(z) < TP | ol /)l )
p p
et en intégrant,
1 1 1
AP 1 /
s [l < S [ [l
0 P Jo P Jo
AP 1
< 5 W1+ 25 gl
Choisissons A de sorte que AP || f||b = ||g||£j, soit
ol
£l

Bien-sir, il faut que ||f||, # 0, ce qui est garanti quand
f n’est pas la fonction nulle puisque qu’elle est conti-

nue. Et si f est la fonction nulle, I'inégalité attendue est
g1l
1 ’ //
/0 [Fal <Iflp gl ™" = £ 1l llglly -

immédiate. Alors
|P//P
£l < ol (5 + =) = ol
1f1l» / h
ou encore,
QB.3. Procédons par récurrence.
Soient p; > 0 et po > 0 et

1 1 1
rop1 P2
En écrivant
r r
l=—+4—
P11 P2 pop
et en appliquant la question précédente a —1, 22 ot f1,
roor
fo dans F,
1 1
fusell; = [ 150l = [ 18083
0 0
T ps /e 12 lpa e = 12N, 121,

<
<

d'ou [[f1 fallr < [ f1llpy [1£2]lp2-

Supposons l'inégalité vraie au rang mn. Soient
P1,--->Pny1 dans R, f1,..., foy1 dans E, et posons

n+1 n 1
-3 lalosl,
iz Pi
de sorte que
I 1 1
TS Pyl

En utilisant I’inégalité au rang 2 que 'on vient de prou-
ver, puis ’hypothese de récurrence,

n+1 n
I1#) <|II+
i=1 r i=1 s

< (H ”szpz) ||fn+1||pn+1 =

=1

an+1||pn+1

n+1
LT 1l
i=1

et I'inégalité est vraie au rang n + 1, ce qui termine la
récurrence.

2

4

QB.4. Ecrivons

1 1 1 1 0 1 1-0
-=—4+—, avec — = -t — = ——.
T p1 P2 b1 P P2 q
On a

0,1-0 0 -0
lealle = Tl wt =l < flullpy [t~y

0 —6 6 -0

=l llpyo Il =" llasc1-o) = l[ullp lullg™".

QB.5. Soit (uy) une Suite de E comme dans I’énoncé.

Soit p € |p1,p2]. On a = e ]p—2 p—l[ donc on peut écrire
1 6  1-90
p D b2
ou 6 € ]0,1[. Avec la question précédente, pour tout
n €N,
= ullp < llun = ully, llun —ully;®

En outre, il existe M > 0 tel que pour tout n € N,
[unllp, < M, donc
(lwnllps + ||UHP2)1_0

- U||p (M + ||ullp,)" P 0.

i = ullp < [lun = ully,

< ||un

Ainsi, pour tout p € |p1,p2], la suite (up)n
fortement vers w pour la norme p.

converge

QC.1.1. Soit = >
1+aP < (1+a%)P/?

0. Par croissance du logarithme,

< In(1+2P) <

Si x < 1, cette derniere inégalité est vraie car p > 2
donc zP < 22 et % < % Si z > 1, en factorisant par xP

et 22 respectivement

§1n(1+x )
— 1nm+ ln (1 + <;)p>
<lnz+ iln (l—l— (916)2>

et on se ramene au cas précédent car % < 1.
0, 1+aP < (1+x2)P/2,

ln 1+ 2P
, ( ) <

| Pour tout x >

QC.1.2. Si b = —a, I'inégalité est évidente, qui se réduit
a—b
a+b

p a — b\2 p/2
<<1+( ))
a+b
29/2 (2 4 120/
la+blP

a |a|? = (a?)P/%. Sinon, posons = =

a—2>

1
+ a+b

p

En multipliant par

a—>bl|?
2

(a2 4 b2)P/2

2p/2
a? + b2 p/2
(7)) -

a+bl|°
2

X
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QC.1.3. Comme £ > 1, la fonction u uP/? est bien

convexe sur RJ’_ donc pour tous u, v pObltlfS,
1 1 p/2
—Uu —v

Ici, on obtient donc

1
< -u

1
p/2 4 = ,p/2
QUi gur

a+bl” |a—-b" _1,, 1
<= p/2 4 Z (p2)\P/2
1 1
— Zlal? o Zplp.
2 lal? + 5 1o

Pour des fonctions f et g de F, on a donc

f+yg
2

p
1 1
< = p _ p

p
f—yg
+\ .

et en intégrant sur [0, 1],

f+all”  Nf—gl”
s _|_ [
2 |, 2

1 1
<1712+ 5 lgl:

p

QC.2.1.1. Soit z €]0,1[. On a

13 p 1R p
h(z) = 3 Z(n) "+ 2 Z(—l)" (n) "
n=0 n=0
—+oo
_Z(p_1>$np/
n
n=0
+o0 D +oo p—1
— 2k 2kp’
Z(%) Z( 2k >x
k=0 =0
+oo
= P=1 (k-1
2k —1
k=1
+oo D p—l
_ 2k 2kp’
)=
k=1

>z<2k1>p'}

Le terme général de cette somme s’écrit

plp—1)--(p—2k+1) 5

2k)!
=D (p =2k 1) (p = 2F) oy
25!
=1 (p—2k+1) L 2E=1)p/
2k —1)! '

Factorisons-le par
2k—1

‘fm ]

Comme 1 < p < 2,p—1> 0et pour tout j € [2,2k — 1],
p—j < 0:leproduit comporte 2k—1—2+1=2(k—1)
termes négatifs, c’est-a-dire un nombre pair de termes,
donc il est positif. Apres factorisation, il reste

(p—1)---(p—2k+1)

p
2k —1)! T 2k

P op (p—2k) 2kp’ (2k—1)p’
2%k ok * '
p/
Sachant que p = p’il’ ce terme devient
! 2k / /
pr P - 2k(p' - 1) 22k _ L (2k=1)p
2k(p' — 1) 2k(p' — 1)

3]4

_ p 22k (2k — 1)p’ — 2k L2k 2k
2kp’ — 2k 2kp’ — 2k ’
Factorisons par (2k — 1)p’ — 2k. Comme p < 2,
| 1
p = 11 > 1 7% =2,
P

donc
2k—-1)p =2k >202k—-1)—2k=2(k—1) > 0.
Apres factorisation, il reste
p/sz
(2kp' —2k)((2k —1)p' — 2k)
m?kp' 2k—1)p’

(
X
Yoy —2k  @k—1)p —2k

Or, en décomposant en éléments simples de la variable k,

/

P

2kp —2k) ((2k — 1)p/ — 2k)
1 R

Qk—1)p —2k 2kp —

donc le terme précédent s’écrit

2k’

1.21@ _ Q’J( 1,2]{7 —r

2k —1)p' —2k  2kp —2k

En résumé,

2k—1)p’ 2kp’

(2k—1)p'—2k 1— I,Qkp'72k

1—x

(2k—1)p' =2k  2kp' —2k

) |

“+o0 p—]. 2k—1
h(z) = YR (p—17)
;{(Qk—l)! g p=J

x ((2k —1)p’ —2k)x?k

1— x(2k—1)p/—2k
X - .
2k —-1)p' — 2k 2kp — 2k ]
En vertu des signes rencontrés,

pour que h(z) > 0, il suffit que pour tout k > 1,

1— x2kp'—2k

1— 1.(2/071);0/7216
2k —1)p' =2k 2kp' —2k

1— x2k:p'72k:

= 0.

QC.2.1.2. La fonction u — x" est une exponentielle
donc elle est convexe. Alors son taux d’accroissement en
0 croit : autrement dit, la fonction

% — g0
U >
u—20
croit, ou encore
u
la fonction G : u décroit.

QC.2.1.3. On a
1 _ p(2k—1)p' =2k
Qk—1)p —2k  2kp —2k
= G((2k—1)p —2k) — G(2kp —2k) >0

car (2k—1)p' — 2k < 2kp’ — 2k et G décroit. Clest
I'inégalité attendue a la question QC.2.1.1, donc

1— kap'72k

| Vinégalité (4) est vérifice.
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Prolongeons cette inégalité sur R. Si 2 € |—1,0[, I'in-
égalité (4) s’applique a |z| €10,1] :
(A +f2[)? + A — Jz[)”
2

Comme 1+ |z|=1—2zet1—|z| =14z, on a donc
pour tout x € |—1,0],

(L+ 2P~ <

o Q4+z)P+ (-2
< .
2
Bien-siir, cette inégalité est évidente pour x = 0. Et
pour tout z € |-1,1[, 1 —ax =]l —z|et 1 +z = |1 4+ x|.
Donc on peut écrire

(L+ | )~

. f\p_ 1+xP +[1—=x|P
(4bis) (1+ |z|P )Pt < | | 5 | | .
Cette inégalité est encore évidente si |2| = 1. Enfin, en
posant y = =, sauf bien-slir si =0, on a

(1+ mp')pﬂ _ (|y|p +1)r1 _ (|y|p + 1Pt
JylP' =) lyl?
LtafP+ 1 —2f _ |y+1P+[y—1f7
< —
< =
2 2lyl?
d’ott
(1+|y|p )p 1 |1_’_y|p+|1_y‘p

2 )
ce qui est encore I'inégalité (4bis) mais avec |y| > 1
Finalement, pour tout x € R,

|1—|—;v|p+|1—:1c|p

(4bis) (1+|zP )P < 5
QC.2.2. 8i |u| = [v|, linégalité (5) se réduit a
|u[P" = |u|P/®=1). Sinon, posons
— 2
x:u,l+x: etl—g=—-"
v+u v+u v+tu

D’apres I'inégalité (4bis),

P’ p—1
(i) -

(Jo +ul? + |v - u|”/)p_1

|’U + ulp/ (p—1)

v —Uu
v+u

< 1 20 |P 2u [P
=9 v+u v+ u
I S e 1l
B |U+u‘Pl(1’_1) 2 ’
d’ou
(Jo 4+ u?" + v —ul?)"~ [v[P + |ulP
9p’ (p—1) = 2 ’

et 'on en déduit I'inégalité (5).
QC.2.3. Soient f et g dans E. On a

LSPGOl

Hf+g

p—1

4

4

Alors, comme 1 < p < 2,0 < p—1 < 1, donc avec
Pinégalité de Minkowski, puis l’inégalité (5), on a

e )]

A
o (T)

P’ —q?
gH‘erg’ +’f g‘

[y

p—1

1
, N\ p—1\ /(»P—1)
_ /1(‘f+g‘p+‘f—gp>p
0 2 2
1 1/(p—1)
1 1
< T p)
([ (Gl +31P))
1 1 1/(p—1)
= (11 +5gl2) "
QC.3. Considérons d’abord le cas ou p > 2. D’apres
I'inégalité de Clarkson (1),
Up —wl|P 1 1 Uy + w||P
=l < e+ gz = ==
Par hypothese,
ullp < llmlnf“u"+u = lim inf s .
—+o00 P n—+o0o k>n 2 p
Or la suite
(nl51,)
inf
k>n 2 P/ n

croit donc sa limite est sa borne supérieure. Alors, a
partir d’un certain rang,

L e A
p 2 lp
Du coup,
Uy —ul|P 1 1
== < 5 ually + 5 Nl = el
1
= 5 (luallp = llull}) 2 0

Considérons maintenant la cas ou 1 < p < 2. D’apres
linégalité de Clarkson (3),

— P 1 1 1/(p—1)
7| < (5 ually + 5 i)

‘ Uy + U ||P
p
1 1 1/(p—1) /
< (5wl + 5 lly) ™ =l
——— a2/ = ully = 0.

n—400

Dans tous les cas, la suite (u,) converge fortement
vers u pour la norme p.




