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Troisieme devoir a la maison

On considere un entier n > 2 et un espace vecto-
riel £ de dimension n sur R. On note Og le vecteur
nul de E et idg 'application identité de FE.

Soit f un endomorphisme de E. On pose f° = idg
et, pour tout entier k > 1, f*¥ = fo fF~L

Le but du probléeme est de démontrer que
(1) Vf € &(E),3p € [1,n], E = Ker(f?) & Im(?).

1. Dans cette question, f est un automorphisme de F.
Donner une valeur de p satisfaisant (1). Justifier la
réponse.

2. EXEMPLE 1. Dans cette question, £ = R3;
(e1,€e2,e3) est une base de E dans laquelle f a pour
matrice :

4 -1 5
-2 -1 -1
—4 1 =5

a) Déterminer une base de Ker f et de Im f. Peut-
on choisir p=17

b) Déterminer une base de Ker(f?) et de Im(f?).
Justifier I'égalité : E = Ker(f?) @ Im(f?).

3. EXEMPLE 2. Dans cette question, m est un para-
metre réel ; E = R*; (e1, ea,e3,¢e4) est une base de F
dans laquelle f a pour matrice :

0 -1 0 0

0 m 0 0
Am = 1 0 —m -1
0 1 0 0

a) Déterminer une base de Ker f et de Im f. Peut-
on choisir p = 17 On discutera suivant les valeurs
de m.

b) Déterminer le plus petit entier p vérifiant (1).

4. ETUDE DU CAS GENERAL. Dans cette question, on
suppose que I’endomorphisme f n’est pas bijectif.

a) Soit k un entier naturel. Montrer les inclusions :

Ker(f*) c Ker(f*1), Im(f*1) c Im(f%).

b) Pour tout k € N, on pose aj, = dim(Ker(f*)).
Montrer que la suite (ay)ren est croissante.

c) Soit F = {k € N | ap = ag+1}. Montrer que
F+0.

d) En déduire Dexistence d’un entier p > 1 tel
que :

vk € [0,p — 1], Ker(f*) # Ker(f**),
Ker(f?) = Ker(fF*).

e) Montrer que
Vk €N, k> p = Ker(f*) = Ker(f?).
f) Déduire de ce qui précede ’égalité

E = Ker(f?) @ Im(f?).
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