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Corrigé du troisieme devoir a la maison

1. Comme f est un automorphisme de FE,
Kerf={0g},Imf=F et E=FE®{0g}, donc
| on peut choisir p = 1.

2.a. Notons A la matrice de I’énoncé. Les éléments
de E seront notés sous la forme (z,y, 2).
Pour trouver le noyau de f, on résout le systéeme

. 0 dr —y+52=0
Aly | =0 << ¢ 22—y— 2=0
z 0

—4rx+y—52z=0

20 —2y+42=0
= = y=2z=—1.
—2z— y— z2=0

| Ker f = Vect((—1,1,1)).

D’apres le théoréme du rang, 'image de f est donc
un plan vectoriel. Il est engendré par les trois colonnes
de la matrice A, qui sont donc forcément liées (on
peut d’ailleurs remarquer que la combinaison linéaire
—C1 + Cs + C5 de ces trois colonnes est nulle). On
choisit alors deux colonnes indépendantes :

| Im f = Vect((4, -2, —4),(=1,-1,1)).
Comme le déterminant des trois vecteurs ci-dessus

est nul, on voit que Ker f C Im f, leur somme n’est
donc pas directe :

| on ne peut choisir p = 1.

-1 1 -2
2.b f? a pour matrice 42 =2 -1 1 -2
1 -1 2

Ker(f?) est le plan d’équation x —y + 2z = 0.
Ker(f*) = Vect((1,1,0), (0,2,1)),
Im(f?) = Vect((—1,—1,1)).

Comme le déterminant de ces trois vecteurs est non
nul, Ker(f2) NIm(f?) = {Og}, et grace au théoréme
du rang, | E =TIm(f?) @ Ker(f?).

3.a Notons f,, ’endomorphisme de matrice A,,, et
(x,y, 2,t) les éléments de E.

Ker(f,,) est le plan d’équations y=0,x—mz—t=0
et les colonnes C, C3 et Cy de A,, sont manifeste-
ment proportionnelles, donc
Ker(f,,) = Vect((1,0,0,1), (m,0,1,0)),

Im(f,,) = Vect((0,0,1,0), (—1,m,0,1)).

Si m # 0, le déterminant des quatre vecteurs ci-
dessus n’est pas nul, ce qui signifie qu’ils sont indé-
pendants, donc
sim # 0, E =Im(f) ® Ker(f,) et Pon choisit
p=1.

En revanche, si m =0, (0,0,1,0) est a la fois dans
Ker(fo) et Im(fy), donc

| si m = 0, on ne peut choisir p = 1.

0 0 0 0
0 0 0 O
—0- A2 —
3.b. Supposons m = 0 : A = 0 -2 0 0
0 0 0 O
Alors, Im(f2) = Vect(e3). Comme fZ(e3) = Op,
() C Kee(f3), done Ker(il) — B e

Im(f) = {0g}.
| Ainsi, E = Ker(f3) @ Tm(fg), et p = 3.

4.a. Soit = € Ker(f*) : f**1(z) = f(f*(z)) = Og,
donc x € Ker(f*+1). D’autre part, soit y € Im(f**1) :
il existe + € E tel que y = f*!(z). Donc
y = f*(f()), donc y € Im(f*).

| Vk € N, Ker(f*) C Ker(f*+1), Im(f**+') C Im(f*).

4.b. On a donc ay, < apy1 et |la suite (ay)ren croit.

4.c. Comme Ker(f*) C E, ar, < n. Ainsi (ay)ren est
une suite d’entiers croissante et majorée, donc elle
ne peut étre strictement croissante, c’est-a-dire qu’il
existe un k tel que ay = ag41 : | F # 9.
Commentaire. On pouvait dire aussi que la suite
converge, donc elle est stationnaire.

4.d. Ainsi, F' est une partie de N non vide et mi-
norée par 0 : elle admet un plus petit élément p.
Comme f n’est pas injective, p > 1. Par défini-
tion de p, aucun entier £ < p n’est dans F', donc
ar < agy1, donc Ker(f*) # Ker(fF1); et p € F,
donc a, = ap1, donc, comme Ker(f?) C Ker(fP+1),
Ker(f?) = Ker(fP1).

Pour k < p, Ker(f*)

Ker(fP) = Ker(fPt1).

# Ker(f*1), et

4.e. Pour k > p, démontrons par récurrence la pro-
position P(k) : « Ker(f*) = Ker(f?) ».

La proposition P(p) est vraie, d’aprés la ques-
tion précédente. Supposons que P(k) soit vraie.
Alors, Ker(fP) = Ker(f¥) c Ker(f*1). Il s’agit
de montrer l'autre inclusion. Soit x € Ker(f*+1).
Alors  fFl(2) = f*(f(z)) = 0g, donc
f(z) € Ker(fF). Or Ker(f¥) = Ker(f?), donc
fP(f(z)) = fPti(z) = Op, donc z € Ker(fP+l).
Mais, d’apres d), Ker(fP*t!) = Ker(fP), donc
x € Ker(f?), donc Ker(f**1!) C Ker(f?). Cela prouve
que Ker(f**+1) = Ker(fP), et P(k + 1) est vraie.

|Pour k > p, Ker(f*) = Ker(fP).

4.f. Soit x € Im(fP) N Ker(fP) : il existe y € FE
tel que =z = fP(y), et fP(x) = O0g. Donc
f?P(y) = 0g et y € Ker(f??) = Ker(fP). Alors
x = fP(y) = 0. Ainsi, Im(f?) N Ker(f?) = {0g}.
Comme dim(Im(f?)) + dim(Ker(f?)) = dim E,

| E = Ker(f?) @ Im(f?).
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