Corrigé du huitieme devoir de révision

NotTAaTIONS. Dans tout le corrigé, p, n et k désignent
des entiers naturels non nuls.
En suivant I’énoncé, notons

diag(ai,...,ap) = diag(a;,1 < j < p)
la matrice diagonale de M), (K) formée des coefficients

ai,...,ap. De méme, notons
diag(A1,...,Ar) = diag(A4,,1 < j < k)
la matrice diagonale par blocs de M), (K) formée des

blocs diagonaux Aq, ..., Ak, tous carrés mais pas for-
cément de méme taille.

RAPPELS. On sait que les calculs sur les matrices
diagonales se meénent sur les coeflicients diagonaux.
De méme, les calculs sur les matrices diagonales par
blocs se meénent sur les blocs diagonaux, méme s’ils
ne sont pas tous de méme tailles, mais a condition
qu’ils soient tous carrés.

On considére des suites de matrices. Puisque
M,(K) est de dimension finie, il est équivalent de
considérer les suites des coordonnées dans une base
donnée, donc les suites des coefficients, qui corres-
pondent aux coordonnées dans la base canonique de
M, (K). C’est ce que l'on fera.

b

I.A. Notonsznzl—kle—}—g—l-if.
n n n

Si 2, =0, |2;| = 0 et arg(z;,) n’est pas défini.
Si oz, # 0, il
(pn,0n) € R x]—m, 7] tel que z, = pne’?

=y (145 ()
_ (1+2n—“+ a2+b2)1/2.

existe un unique

». Bien-sfir,

n2
Sil+ >0,
2 b
0, :Arctan< n a) :Arctan( )
1+ n+a
Sil+2=0,b#0car 2z, #0 et 0, =sgn(b)
Sil+ <0,

ol 2

b s sib>0,
0, = Arctan( ) + ]
n+a —m sib<O.
Finalement, 27 = p?e!"0

2a a? +b2)"/2

el == (14 5+ 55
n n

et arg(zl') = n6,. Mais son expression explicite est
lourde. Cependant, dans 'optique de la question sui-
vante, quand n > |z|, comme |a| < |z, —|z] < a < |7]

et
|2|
n

1+%>1-E 50
n

Donc dés que n > |z,

b
") — n Arct (
arg(z;) = n Arctan s

I.B. Comme n tend vers oo, — 0. De plus,

+a
Arctan u ~y 0 u. Dés que n > |z|,

— b.

arg(z,) ~n

Par ailleurs, en faisant un développement limité a
Pordre 2,

1422+ £27)

|Zn | = exp n2

(3!
=e(3 (5 +0()))
:exp(a—&—O(ﬁ)) — e

par continuité de I'’exponentielle en a. Ainsi,

a tb _ _a+t+ib _ =z
zy —ee’’ =e =e
par produit de limites et continuité de la fonction
y— e'Y en b.

1
II.A.1. Posons A, = Irb + —A. On a
n

1 < 1 —g o?
ain=(a §)(5 7H) =0
En posant
571: 1+ﬁ7

de sorte que A A, = B2 I, on voit que

(5,) (5, 80) =1
t E%An € O3(R). De plus,
det<61 ) —2det(A )= 112‘2—1

t ﬁiAn € SO4(R).

II.A.2. Toute matrice de SO2(R) s’écrit de maniere
unique sous la forme

cosf) —sinf
sin 0 cosf |-
. N 1
Donc 6,, existe. Comme la premiere colonne de — A,

n
1
est — <i> et qu’on veut ’écrire (Cf)s(on)), on
Bn \ & sin(6,,)
Q@
peut choisir 8, = arg(l +1 —). Ici, la partie réelle de
n

ce nombre complexe est strictement positive, donc on
peut choisir

0,, = Arctan (%) .
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I1.A.3. Alors
1 A\" ., (cos(8,) —sin(fy)
(12 + EA> = b (sin(@n) cos(6,)
_pn cos(nb,) —sin(nb,)
-7 sin(né,) cos(nby,) )
D’une part,

/Bn
n

n 042
=2 (3 (e

(35+0(5)
S GRIONE

n—=ao.
n

Alors, E(A) existe et vaut

E(A):( )

C’est la matrice de la rotation d’angle «.

~
n—oo

D’autre part, n6,

—sina
cos &

Cos &
sin «

II.B.1.a. Comme B" = —B,
det(B") = det(—B) = (—1)® det(B) det(B).
Or det(BT) = det(B) donc det(B) = — det(B) et
det(B) = 0.

I1.B.1.b. Traitons cette question matriciellement.
Soient z € ker(ug)* et y € ker(ug), et X et Y leurs
matrices colonnes associées dans la base canonique
de RP. On veut montrer que upg(z) € ker(ug)*, donc
que (up(x)|y) = 0. La matrice associée & up(x) est
BX. Alors

(up(z)|y) =(BX)'Y=X"B'Y=-X"BY =0

car BY 0 puisque up(y) 0. Ainsi, up(x)
est orthogonal & tout vecteur de ker(ug) donc
up(r) € ker(up)t. Cela signifie que

|ker(uB)J- est stable par up.

II.B.1.c. Comme det(B) = 0, rg(B) < 3 donc
rg(B) € [0,2].

Par I’absurde, supposons que rg(B) = 1. Alors
d’apres le théoréme du rang, dim(ker(ug)) =2 d’ont
dim(ker(up)t) = 1. Soit = € ker(ug)* ~ {0}, qui
existe puisque ker(up)*’ est une droite. Comme elle
est stable par up, up(x) est colinéaire & z : il existe
A € R tel que upg(z) = Az. En reprenant les notations
matricielles de la question précédente, BX = A X
donc XTBX = AXTX. Par ailleurs,

X" BX=B'X)'X=-(BX)'X=-2X"X.

Alors, A XX = —AXTX. Mais X # 0 donc
XTX > 0. Alors A = 0. Donc ug(z) = 0 et
r € ker(up). Et comme ker(up) Nker(up)t = {0},
x = 0. Cela contredit 'hypotheése que x # 0. Alors
rg(B) # 1.

| Finalement, rg(B) € {0, 2}.

2

6

I1.B.2. Si B =0, c’est évident, avec 5 = 0.

Sinon, on sait que RP = ker(up) ® ker(up
Comme ces deux sous-espaces vectoriels sont ortho-
gonaux, il existe une base orthonormée (eq,es,e3)
adaptée a cette somme directe. Alors, la matrice de
passage P de la base canonique a cette nouvelle base
est orthogonale, car elle envoie une base orthonormée
sur une base orthonormée. De plus, comme ker(ug) et
ker(u B)* sont stables par up, dans cette base adap-
tée a la somme directe, la matrice de up est diagonale
par blocs, sous la forme

)"

0 0 O
C=10 a ¢
0 b d

On a donc B = PCP! = PCPT. Or dune

part BT = (PCPT)T = PCTPT, et d’autre part,
BT = —B, donc CT = —C. Alors, a = d = 0 et
c= —b.

Finalement, il existe bien P € O3(R) et § € R
comme souhaités.

IL.B.3. On a ||B||2 = tr(B"B) = —tr(B?). Or, en
notant
0 0 0
c=10 0 -81,
0 B 0
B = PCP' donc B2 = PC? P! et

tr(B?) = tr(C?). Comme

0 0 0
=10 -p> o0 |,
0 0 -3
B
1313 =26 et 1 = 5L
0 —-p

I1.B.4. Notons A = ), de sorte que l'on

).

1 \n 1 \»
(13+—B) :P(13+—C) p!
n n

1 0 L
<0 12+71LA> P

1 0 1
<0 (-72+71LA)n)P '

D’apres I1.A.3, lim,, o0 (12 + %A)” existe et vaut

).

B 0

écrive abusivement par blocs

o~

Alors, en calculant par blocs,

0 0
0 A

pP

P

—sin g
cos f3

cos f3

p) = (5
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Alors, E(B) existe et vaut

_ 1 0 1
E(B)_P(0 E(A))P
1 0 0
=P|(0 cosf —sinf | P71
0 sin 8 cos 3
C’est donc la matrice d’une rotation d’angle non
[ Bl|2

orienté 3, ou aussi |3], c’est-a-dire

7

IIT.A.1. Notons Ai,..., A, les coefficients diago-
naux de D, pas forcément distincts, de sorte que
D = diag(Aj,1<j <p).Ona

(Ip n %D)n: diag((l v %)

D’apres 1.B, pour tout j € [1,p],

n

1<) <p).

A\
lim (1 + —j) =M.
n— o0 n
Alors, la suite ((Ip + %D)")neN* converge vers la
matrice diag(e,1 < j < p). Ainsi,

|E(D) existe et vaut diag(e?,1 < j < p).

De plus,

P
det(E(D)) = H N = elg=1 — tr(D) £0,
j=1
car I’exponentielle d’'un nombre n’est jamais nulle.

| Donc E(D) € GLy(K).

ITTI.A.2. Comme on cherche un polynoéme tel que
Q(D) = E(D) et que E(D) est inversible, Q(D) lest
et @ # 0. Soit alors Q = Y7 a; X% un polynome de
degré ¢ > 0. On a Q(D) = diag(Q();),1 < j < p).
Dire que Q(D) = E(D) signifie donc que pour tout
j € [1,p], Q(\;) = €. Pour éviter les redondances,
considérons les valeurs distinctes des A; et notons-les

W1y pii, OU Kk € [1,p]. Alors, pour tout j € [1, k],
Q(p;) = e*. Autrement dit, on veut résoudre le
systeme

ap + may + -+ pfag = e

ap + prar + -+ phag = et

dont les inconnues sont les a;. Puisqu’on cherche @,
pour se simplifier la tache, considérons que ¢ = k — 1,
de sorte que le systéeme devienne carré :

ag + Hiaq + -+ M’fflakil — eM1

ap + prar + -+ py tag_ = et

Et I'on reconnait que son déterminant principal est
le Vandermonde des p;,

R
I [T

3
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lequel est non nul car les p; sont distincts deux a

deux. Alors, ce systeme admet une solution unique.
Ainsi, il existe bien un polynéme @ tel que
QD) = E(D).

ITI.A.3. Soient deux matrices diagonales
A = diag(a;,1 < j <p) et B =diag(b;,1 <j <p).

Alors A+ B = diag(a; + b;,1 < j < p) et d’apres
TILA.1,

E(A+ B) = diag(¢"*",1 < j < p)

= diag(e® ",1 < j < p)
= diag(e™,1 < j < p)diag(e”,1<j <p)

= B(A)E(B).

Ainsi, E définit bien un morphisme de groupe de
(A, +) dans (GL,(K), x).

Commentaire. Puisque A+ B = B + A, en passant
E(A)E(B) = E(B)E(A).

ITII.B.1. Comme A est diagonalisable, il existe une
matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
que A =PDP~!. Alors, pour tout n € N*,

1 \n 1 n
(,+-4) = (PLP'+—PDP)
n n
1 n
= (P(tL+30)P7)
n
1 n
—P(I,+-D) P
n
D’une part, (I, + £ D)" — E(D), d’aprés ILA.
D’autre part, comme les limites se font coefficients
par coefficients, par opérations usuelles sur les limites
des suites numériques,

1 n
P(1,+- D) P~' » PE(D)P".
n

|A10rs, E(A) existe et E(A) = PE(D)P~1.

II1.B.2. Comme A et D sont semblables et que E(A)
et E(D) le sont aussi, d’apres IIILA.1 on a

det(E(A)) = det(E(D)) = (D) = ¢tr(4),

IILB.3. Soit v € K: 21, + A= P(zI,+ D) P! ot
xI,+D est diagonale, donc d’apres IIL.B.1, E(xI,+A)
existe et vaut P E(z I, + D) P~!. D’apres I11.A.3,
comme x I, et D sont diagonales,

E(zI,+ D) = E(z1,) E(D).

D’apres IILLA.1, puisque z I, = diag(z,1 < j < p),
E(x I,) = diag(e®,1 < j < p) e® I,. Ainsi,
E(zxI,+ D) =e"E(D) et

E(z1,+ A) = P(e" E(D))P*
=e*PE(D)P!

e® E(A).
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ITI.C.1. Comme A et B commutent, les sous-espaces
propres de u4 sont stables par up. Soit A € Sp(ua).
Comme up est diagonalisable, 'endomorphisme vp »
induit par upg sur E)(ua) est aussi diagonalisable. En
effet, up étant diagonalisable, il admet un polynéme
annulateur scindé a racines simples, lequel est aussi
annulateur de vp x, qui se trouve donc diagonalisable.
Alors, il existe une base %) de E)(ua) constituée de
vecteurs propres pour vg, », donc pour upg. Mais ses
vecteurs sont dans E)(u4) donc sont aussi propres
pour u 4. Comme uy4 est diagonalisable,

K? = @esp(ua) Ealua)

donc la réunion % = Uycgp(u,) P est une base de K,
adaptée a cette somme directe. Par construction, ses
vecteurs sont & la fois propres pour u4 et ug. Alors,
en nommant P la matrice de passage de la base ca-
nonique de KP & la base &, P"'AP et P~'BP sont
diagonales, car elles représentent u4 et up dans une
base de vecteurs propres.

III.C.2. Notons C = P 'AP e D = P 'BP
ces deux matrices diagonales. D’apres IIL.B.1,
E(A) = PE(C)P~! et E(B) = PE(D)P~'. En
outre, A+ B = P(C + D) P~!, donc d’aprés 1I1.B.1,
E(A+ B) existe et vaut PE(C+D)P~!. Mais d’apres
III.A.3, E(C + D) = E(C) E(D), donc

E(A+B)=PE(C+D)P!

= PE(C)E(D)P!
=PE(C)P'PE(D)P!
= E(A)E(B).
Bien-stir, comme A + B = B + A, on a aussi
E(A+ B) = E(B)E(A).

IV.A.1. Soit j € [1,k]. Pour tout x € ker(A7~1),
wy () = 0 donc

(@) = ua(uly *(2) = ua(0) =0
et © € ker(A7). Ainsi, ker(4771) C ker(47).

Comme AF~1 £ 0, ker(AF=1) # KP : alors il
ex1bte e € KP? tel que e ¢ ker(Ak D), c’est-a-dire
Y(e) # 0. Soit j € [1, k]. Ecrivons

0 = uly(e) =y (uly7(e)).
Alors u” 7 (e) € ker(A7). Mais
S (e) = ul T e) #0

Ua
donc uA “/(e) ¢ ker(u’;"). O 'on voit que Vinclusion
ker(A7~1) C ker(A7) est stricte. Finalement,

| pour tout j € [1, k], ker(A7~") ¢ ker(A7).

uA

IV.A.2. Alors, les dimensions de ces noyaux forment
une suite strictement croissante d’entiers, tous in-
férieurs a p. La premiere dimension est nulle car
A% = I, et ker(I,) = {0}. Alors, ker(A) est de di-
mension au moins 1, donc ker(AQ) est de dimension
au moins 2, et par une récurrence immédiate, pour
tout j € [1,k], ker(A7) est de dimension au moins j.
Alors | k < dim(ker(A4*%)) < p.

4

DEVOIR DE REVISION

IV.B. Comme n tend vers oo, supposons n. > k. Pour
tout j > k, A7 = 0 donc en développant par la for-
mule du binéme, qui est permise puisque I, et A
commutent, on a

k—1

(34" ;(?)(iAY
ZOH nj R
-E(fie-2);

ou les produits valent 1 si j = 0, par convention. Cette
somme comporte un nombre de termes indépendant
de n. Dans chaque terme, le produit comporte un
nombre de termes indépendant de n, chacun ten-
dant vers 1. Alors, pour tout j € [0,k — 1] et tout
i€ [0,7 — 1], limy, o0 (1 — £) =1 et par produit de

limites,
Jj—1 i
I 5) =
i=0
Alors, par somme de limites,

N =
lim (1,, 4 A) Ayt
n—o0o n : j'
7=0
F=1
Ainsi, F(A) existe et F(A) = Z — A
— 4l
7=0
k=1
IV.C. Cest évident ici, avec [ Q(X) = Z ﬁX]'
j=07"

IV.D. La encore, supposons n > k. Comme A et B
commutent, A et I),+ - L B aussi, donc grace au binéme
de Newton,

(A+B))
) A) (1 58)"
- kf (%_1(1 - 2>>;Aﬂ'(1p+ %B)H.

Pour tout j € [0,k — 1], d’apreés 1’énoncé

1 1 \n
= (>4+5,+-B)
n n

1 \n 1 \n
tim (1,+-B)" " = lm (L,+-B)" =
n—00 n n—oo n

-1 1—i’> — 1. Donc

Et comme plus haut, lim,, o [T/, ( -
| E(A + B) existe et vaut

k—1 k—ll )
Z(j|AJE( )) ( ﬂAJ)E(B)

=0

E(B).

— E(A)E(B).

6
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IV.E. En remplacant B par = I,, qui commute bien
avec A et dont I’exponentielle existe bien, et d’apres
un calcul précédent (voir II11.B.3),

E(zI,+ A) = E(z1,) E(A) = e" E(A).
IV.F.On a
k—1 1 k—1 1
B - .
—Ip_ZﬁAJ _A<Zj!AJ )
j=1 j=1

En nommant B la parentheése, c’est un polynéme en
A, donc elle commute avec A. Alors

(E(A) - I,)F = A*B* = 0

|et E(A) — I, est nilpotente.

V.A.1.|Oui, il s’agit de la division euclidienne de
Py par xa.

V.A.2. En évaluant cette égalité en A, sachant que
xA(A) =0 d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
P,(A) = R,,(A). Comme par définition, E(A) est la

limite (si elle existe) de la suite ( P,(A) )nen+,

E(A) existe si et seulement si lim, o R,(A)
existe, et alors, elle vaut cette limite.

V.A.3. Soit ¢ € [1,p]. La matrice J, comporte des
1 sur la diagonale juste au-dessus de la diagonale
principale, et des 0 partout ailleurs. Un rapide calcul
montre que pour tout ¢ € N, Jé comporte aussi des
1 sur une diagonale parallele a la diagonale princi-
pale, mais décalée de i+ 1 crans vers la droite, et des
0 partout ailleurs. En particulier, JI = 0 et J, est
nilpotente d’ordre gq.

Commengons par montrer que la famille
{Jg, 0 < i < ¢qg— 1} est libre. Considérons une
combinaison linéaire nulle,

q—1

> aiJi=0.

1=0

En multipliant par JZ~ 1 sachant que pour tout i > g,
J; = 0, on obtient ag Jg L' = 0, donc ag = 0 car

-1 X .
Jq— #0. Alors la somme commence & 1, et en multi-
pliant par Jg’Q, a1 = 0. Par une récurrence évidente,
les a; sont tous nuls et

|la famille {J},0 < i < ¢ — 1} est libre.

Considérons maintenant une combinaison linéaire
nulle de la famille {(z I, + J,;)*,0 < i < ¢ — 1},

qg—1
Zai(:clq +J,)'=0
i=0

Soit le polynéme P = ZZ o mX ¢ de sorte que

qg—1
N ai(wly+Jy) = Plal, + Jy).

=0

5
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C’est I’évaluation en J,; du polyndéme P(z+X). Gréace
a la formule de Taylor en x, on a
q—1
P(X+z)=

~.

Alors
qg—1

=

=0

0 < i< qg— 1} est libre, il

s’ensuit que pour tout i € [0,q—1], POD(z) = 0,

donc que x est racine de P d’ordre au moins q. Mais

P est de degré au plus ¢ — 1, donc il est nul et tous

les a; le sont. Cela signifie que
la famille {(z 1, + J,)",0 <

P<1

0=P(J;+xI,)

Comme la famille {J;

< g — 1} est libre.

V.A.4. D’abord, avec les notations de ’énoncé,

k

[Tx =)
j=1
En outre, B = diag(\; I, + Jn;,1 < j < p) est
diagonale par blocs et 'on sait que le déterminant
d’une matrice diagonale par blocs est le produit des
déterminants de ses blocs diagonaux, donc

x5(X) = det(X I, — B)
— det(diag(X In, = (A In, + Jn,), 1 < j

xa(X) =

<

X

)

= [ det(X = X)) I, = Jn)).
j=1
Or les blocs (X — A;) In; — J,, sont triangulaires
supérieurs, de taille n; et avec n; fois X — A; sur la
diagonale. Alors
k

[T =x)m

j=1

xB(X) = = xa(X).

V.B.1. Clairement, en calculant par blocs,
|Vi € N, B' = diag((\j In, + Jn,)", 1 < j < p)-

V.B.2.a. Soit P = Z?:o a; X' un polynéme annula-
teur de B, de degré d > 0. En calculant par blocs,
P(B) = diag(P (\j In; + Jn;),1 < j < p).

Soit j € [1,k]. On a donc

d

i=0
Comme les a; ne sont pas tous nuls, car P n’est
pas nul, il s’agit d’'un combinaison linéaire nulle non
triviale de la famille {(X\; I, + J5,)",0 < @ < d},
laquelle est donc liée. D’aprés V. A 3, la famille
{N I, + Jn,;)',0 < i < nj — 1} est libre, donc
d 2 .

De plus, P(X\; I,; + Jp,) est Pévaluation en J,,; du
polynéme P(A; + X). Comme en V.A.3, d’apres la
formule de Taylor en A,

d .
PO\
/\j+X):§ 7; ])X
=0 '

P\ In, + Jn,)
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donc, puisque J,; est nilpotente d’ordre n; et que
d 2 ny,

0=P(\; I, + Ju,)

i=0
Il s’agit d’une combinaison linéaire nulle de la famille
{Jflj,O < ¢ < nj — 1}, qui est libre d’apres V.A.3,
donc pour tout i € [0,n; — 1], PW()\;) =0 et \; est
racine de P d’ordre au moins n;.
Ce travail est valable pour tout j € [1, k], donc le
polynéme P se factorise par le polynéme
k

H (X - Aj )™,

j=1
lequel est de degré ny + --- +ng = p.

Alors, d > p.

V.B.2.b. Dire qu’il n’existe aucun polynéme annu-
lateur non nul de B de degré inférieur strictement
a p signifie qu’il n’existe aucune combinaison linéaire
nulle non triviale de la famille | {B',0<i<p—1},
donc qu’elle est libre.

V.B.3. Par blocs,

Pour tout j € [1,k], d’apres IV.E, comme J,,; est
nilpotente, limy, o P (Aj In; + Jy,) existe,

6

6

| donc lim,,_, + P, (B) existe.

V.B.4. D’apres V.A .4, x4 = xB, donc d’apres V.A.1,
P, =Qnxp + Rn, et daprés V.A.2, lim,_, o, P, (B)
existe si et seulement si lim, o, R, (B) existe. Ainsi,
d’apres V.B.3, lim,,_,, R, (B) existe.

Comme R,, € C,_1[X], écrivons

p—1
Rn = Z Tin )(Z .
i=0
Alors,
p—1
Ry(B)=> rinB'.
i=0

Comme la famille { B*,0 < i < p—1} est libre d’apres
V.B.2.b, cette écriture s’interprete comme la décom-
position de R,,(B) dans la base {B*,0 <i < p—1} de
I'espace vectoriel Vect({B%,0 < i < p—1}), lequel est
de dimension finie p. Alors, d’apres les rappels du tout
début, la convergence de la suite (Rn(B)>neN équi-
vaut a celles de chacune des suites de coordonnées : les
suites (7;.n)nen convergent pour tout ¢ € [0,p — 1].
Alors, par opérations usuelles sur les limites, la suite
de terme général

p—1
Rn(A) = Z ri,n 14Z
=0

converge, donc d’aprés V.A.2, | E(A) existe.



