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Corrigé du cinquieme devoir surveillé

Exercice

1.1. Par définition, pour tout x € R et £ € R,
r sit<ux,
t =
wult) {t sit> .

Voici le graphe de ., ici pour x = %

2+

1 ol @ 1 2
1.2. Si z < 0, pour tout ¢ € [0,1], ¢, (t) =t donc

! 1
d(x) :/ tdt = —.
0 2
Si 2 €[0,1],

@(x):/z%(t)m/l%(t)dt

0 T

T 1
:/ :Edt—i—/ tdt
0 T

2+1—x2 14 22
=X == .
2 2

1
Enfin, si z > 1, &(z) = / xdt = x.
0

% six <0,
Ainsi, d(z) = ¢ 2 (1+2?) si0o<z<1,.
x siz > 1.
1.3. Voici le graphe de &.

1 £

1

2
0 1

2. Comme X (£2) = N*, pour tout w € 2, X(w) > 1,
donc par définition, YV (w) = (X (w)) = X (w). Autre-
ment dit, | Y = X.

3.1. D’apres le cours,

X(2) = [0,n], pour tout k € [0,n],
P(X =k)=(})p"(1—p)" " et E(X) = np.

3.2. Par définition, ¥ = &(X). Si X =0,Y = 1 et
siX>1,Y =X. Alors

Y(2)={3}U[L,n], B(Y = 1) =1—p et pour
tout k € [1,n], P(Y = k) = (})p" (1 —p)"~*.

4.1. Comme ZwEX(Q) P(X =2)=1,0ona

42.81 X = -lou X =0,Y = ;si X = 1,
YV =3(1+X%)=27etsiX=2Y=X=2
Alors
Y () ={3 32}
P(Y = 3) = P(X = —1) + P(X = 0) = ,
P =) =P(X =3) = &,

t P(Y =2)=P(X =2) = 3.

Par définition de I’espérance,

E(Y) =2 ey yPY =y)

— 4B = )+ §R(Y = ) +2B(Y = 2)
_1.1,5._ 5 1 _ 101
=2 1t5 13t23= 5

4.3. D’apres la question précédente, si X = —1,

Y=%doncZz—%;sinO,ZzO;siX:%,
Y:gdoncZzl—E’G;etsiX:Q,Y:QdoncZ:él.
|DoncZ(Q):{—%,O,15—6,4}.

En fait, Z = X #(X). Or clairement, la fonction

%x six <0,
= rdz)=< L(x+2%) si0<z <,
x? siz>1,

croit strictement, donc elle réalise une bijection de R
dans R. Donc pour tout z € Z(£2), il existe un unique
x € X(£2) tel que z = xP(x), ce que l'on a vu ci-

dessus, et P(Z = z) = P(X = z). Ainsi,
P(Z = —%) =P(X=-1)= %,
P(Z=0)=P(X =0)=g,
P(Z=%)=P(X=1)=35,
P(Z=4)=P(X =2) = 1.

4.4. D’apres le théoreme de Konig-Huygens,
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E®Y).
Or
E(XY)=E(Z) = ZZGZ(Q) 2P(Z = 2)
S (I SRS A )

__ 269 3 101 __ 235
Donc COV(X,Y) =392 41 96 — 384°
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Probleme

1. Deux endomorphismes semblables ont des matrices
semblables, donc ont méme trace. Alors si u vérifie

(C3), Tr(u) = Tr(—u) = — Tr(u), donc | Tr(u) = 0.

2. On sait que le polyndéme caractéristique de u est
donné par x, = X? — Tr(u) X +det(u) = X% — 62 et
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x,(u) =0
donc | u? = §215.

Les valeurs propres de u sont exactement les ra-
cines de x,. Or det(u) # 0 donc § # 0 et les racines
de x,, sont £4, donc | Sp(u) = {-9,d}.

Ainsi, u admet deux valeurs propres distinctes,
il est donc diagonalisable. Alors, les sous-espaces
propres de u ont pour dimension la multiplicité des
valeurs propres associées, ce sont donc des droites :

|dim E_s(u) = dim Es(u) = 1.

3. Posons Es(u) = Cey et E_s5(u) = Ceq, de sorte
que u(e;) = dep et u(ea) = —J eq. Introduisons
c1=e1+e3,e0=€1—e3, F =Cegy et G=Cey. On
voit que u(e1) = deg et u(eg) = dey, donc u(F) C G
et u(@) C F. Comme la famille (€1, e2) est clairement
libre, puisque son déterminant dans la base (eq, es)
de vecteurs propres de u est

1 1
1 -1 ’
on voit que £ = F & G.

:_27&05

| Cela signifie que u est échangeur.

4. En calculant par blocs,

0. B]*> [ 02+B0,, 0,B+B0,
Opn Op| — [0pn0p+0,0pn OpnB+02
:0n+p-
On Onpl?
Sur le méme principe | P | = 0,4,, donc
A 0,
|0 B _|0nh Onp 0, B
Sl I R R P

| M est la somme de deux matrices de carré nul.

5. Clairement D? = I,,,, donc
| D est inversible et D~ = D.

De plus
[T 0 0 B 1 0
—1 _ n n,p n n n,p
puD = _Opvn pr } [A Op} {Opm *Ip }
[ o0, B I, Onyp
- i —A 0p||0pn —1p
[ 0, —-B B
-1 % o=

| Cela signifie que M et —M sont semblables.

2[5

6. Soit M la matrice de u dans la base B. Par
construction, les colonnes de M sont les coordonnées
dans B des vecteurs

u(fl)v . 'au(fn)vu(gl)v e 7u(gp)'

Comme u(F') C G, pour tout j € [1,n], u(f;) € G
donc on peut écrire

P
U(f]) = Zaij 9i ou a;; € C.
=1

De méme, comme u(G) C F, pour tout j € [1,p],
u(g;) € F donc

u(gj) = Zb” fz ou bij e C.

i=1
Alors, en posant A (ai;) € M,n(C) et
B = (b;j) € M,, ,(C), la matrice M s’écrit par blocs

0, B]

A 0,
7. Soit u un endomorphisme échangeur. Reprenons
les notations de ’énoncé.

‘M:matw) -

SUPPOSONS QUE F' et GG soient non nuls. D’apres la
question 6, il existe une base B de F dans laquelle la
matrice de u est de la forme

0, B
=% 0
oun =dimF et p=dim G. D’apres la question 4,
_ On On,p On B
M= [A Op } " {Opyn OJ

ou ces deux matrices sont de carré nul. En introdui-
sant les endomorphismes a et b de matrices respectives

e Lo o)

Op.n
dans la base B, clairement © = a+b, a®> = 0 et b*> = 0,
ce qui signifie que | u vérifie la condition (C2).

(U
Op

D’apres la question 5, M est semblable & —M, donc
u est semblable & —u et | u vérifie la condition (C3).

SUPPOSONS MAINTENANT QUE F' ou G est réduit
a {0} : comme F et G jouent des roles symétriques,
disons que G = {0}. Cela signifie que E = F et que
u(F) = {0}, autrement dit « envoie E sur {0}, donc
u est 'endomorphisme nul :

|il vérifie bien-siir les conditions (C2) et (C3).

8. Comme f? =0, |Im f C Ker f. En effet, pour tout
y € Im f, il existe © € E tel que y = f(x), donc

fly) = f*(z) =0 et y € Ker f.
Cela entraine que dimIm f < dimKer f. Alors
d’apres le théoréme du rang,

dim F = dim Im f + dim Ker f < 2dim Ker f
|d’0f1 dim Ker f > %dim E.
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9. Ainsi,
(9.1) Ima C Kera, Imb C Kerb,
(9.2) dimKera > %dim E, dimKerb > %dimE.
En outre, soit € Kera N Ker b. Alors
u(z) =a(z)+b(z)=0+0=0

donc z € Keru. Et comme u est un automorphisme
de E, x = 0. Alors Kera N Kerb = {0} et la somme
Kera + Kerb est directe.

Alors, avec les inégalités (9.2),

dim(Ker a®Ker b) = dim Ker a+dim Ker b > dim E.

Or dim(Ker a®Kerd) < dim E car Kera®Kerb C E.
Donc dim(Ker a ® Kerd) = dim E d’ou

|E:Kera®Kerb.

Alors les inclusions (9.1) sont des égalités, car si
I'une au moins était stricte, 'une au moins des in-
égalités (9.2) serait stricte, d’apres les calculs de la
question 8, et I'on aurait dim(Ker a @ Ker b) > dim F,
ce qui n’est pas puisque E = Kera & Kerb. Ainsi,

|Tm a = Kera et Imb = Kerb.

10. Posons F' = Kera = Ima et G = Kerb = Imb.
On a bien E=F®G. Soit x € F : a(x) =0 et

u(z) = (a+b)(z) =a(z) +b(z) =b(z) € Imb =G

donc u(F) C G. Etant donnés les roles symétriques de
F et G, on aussi u(G) C F. Donc | u est échangeur.

11. Soient k € N et z € Kerv* : vF(z) =0 et
oF (z) = v(0F(x)) = v(0) =0
donc z € KervFt!. Ainsi Kerv® ¢ KervFt1.

Donc la suite (Ker v¥)zen croit pour I'inclusion.

12. Pour k € N, posons dj, = dim Kerv*. D’aprés ce
qui précede, la suite d’entiers (dj) croit. Mais bien-
stir, Kerv® C E donc dj, < dim E et la suite (dy) est
majorée. Alors elle converge. Mais une suite d’entier
qui converge est stationnaire a partir d’un certain
rang : il existe un rang p tel que pour tout k > p,
dy, = dp, ou encore

JIp € N,Vk > p, Kerov® = Kero?.

k

Nommons U = J,n Kerv
KervP = U par double inclusion.

Par définition de la réunion, Kerov? C U.

Soit 2 € [Jyen Kerv¥. Toujours par définition de
la réunion, il existe k € N tel que x € Kerv*. Si
kE > p, Kerv® = Kerv? et z € Kerv?. Si k < p,
par croissance (pour I'inclusion) de la suite (Ker v*),
Kerv* C Kerv? et o € KervP. Alors U C Ker vP.

|Ainsi, Kerv? = (J;cn Ker vk,

et prouvons que

Comme 2p > p, Ker v?? = KerovP = Uren Ker vk,
donc le rang 2p convient aussi pour le travail précé-
dent. | On peut donc supposer que p est pair.

3

5

13. On vient de le dire, 2p > p donc
Ker v?? = Kerv? = E5(f).
Soit x € ES(f) NImo? : vP(x) = 0 et il existe
y € E tel que x = vP(y). Alors vP(x) = v?P(y) = 0
et y € Kerv?? = Kerv? donc z = vP(y) = 0. Ainsi,
ES(f)NnImoP = {0}. Et d’apres le théoréme du rang,

dim £ = dim Ker v? + dim Im v?
= dim E5(f) + dim Im v?
| donc £ = ES(f) ® ImoP.

Comme v? = (f — A1g)P est un polyndme en f, il
commute avec f, donc les noyaux et images de I'un
sont stables par I’autre : en particulier,

| ES(f) et Imo? sont stables par f.

14. Notons g = f/|im »» ’endomorphisme induit par f
sur Imv? et h = f||pg(y) I'endomorphisme induit
par f sur ES(f).

Soit x € Imv? tel que f(z) = Az. Alors v(z) =0
et x € Kerv. Par ailleurs, il existe y € E tel
que * = vP(y), donc v(z) = vPti(y) = 0 et
y € KervPt! = Kerv?, donc z = vP(y) = 0. Cela
signifie que f n’admet aucun vecteur propre pour la
valeur propre A dans Im v?, ou encore que

I’endomorphisme g induit par f sur Im v? n’admet

pas A comme valeur propre.

Soit € E{(f) = Kerv? : on a vP(x) = 0, c’est-
a-dire (f — AMg)P(x) = 0. Autrement dit, ’endomor-
phisme (f — AIg)P restreint a E{(f) est nul. Cela
signifie que le polynome (X — \)? est annulateur de
lendomorphisme h induit par f sur E5(f). Alors
les valeurs propres de h sont parmi les racines de ce
polynome : seul A est possible.

Supposons que E5(f) # {0}. Alors v? n’est pas
injectif, donc v ne l’est pas non plus et Kerv # {0}.
Alors Kerv est I'espace propre de f associé a A et
comme Kerv C E§(f), cela entraine que h admet
effectivement A comme valeur propre.

Si ES(f) # {0}, 'endomorphisme h induit par f
sur ES(f) admet A comme unique valeur propre.

15. On suppose donc que Sp f = {\, u}. En s’inspi-
rant de ’énoncé, posons w = f — ulg et
EL(f) = U Ker w”.
keEN

Reprenons les notations g et h de la question
précédente. On a vu que A ¢ Spg. Mais le po-
lyndéme caractéristique x, de g est scindé sur C,
donc ses racines sont valeurs propres de g, donc
de f : d’apres ’hypothese, il s’agit seulement de p
puisque A est exclue. Ainsi, il existe un entier [
tel que x, = (X — p)?. D’apres le théoréme de
Cayley-Hamilton, x4(g) = 0, c’est-a-dire que pour
tout * € ImvP, (g — plmmor)?(z) = 0, ou en-
core (f — pulg)?(z) = 0, c’est-a-dire w?(x) = 0 et
x € Kerw?. Ainsi,

Imv? C Kerw® C EL(f)-
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Par ailleurs, soit = € E{(f) N EL(f) : vP(z) =0
et il existe ¢ € N tel que wi(z) = 0. Comme h
n’admet que A comme valeur propre, h — plpe(y)
est injectif donc (h — plge(y))? l'est aussi. Comme
0 = wi(z) = (h — plggs))? (), cela entraine que
r = 0. Ainsi ES(f) N EL(f) = {0} et la somme
ES(f) + Ef(f) est directe.

Alors, on a

E = E{(f) ® Imv’ C E5(f) @ E(f) C E,

donc les deux inclusions sont des égalités : en parti-
culier, |E = E5(f) @ EL(f)-

16.Onau=a+bet a®=b?>=0 donc

2=ad’+aob+boa+b>=aob+boa,

U
aou’=a%?ob+aoboa=aoboa,
u?oa=aoboa+boa®=aoboa,
bou?=boaob+b’oa=boaob,
u?ob=aob?®+boaob=boaob.

| Ot I'on voit bien que a et b commutent avec u”.

17. Comme p est pair, il s’écrit p 2 q, donc
u? = (u?)?. Comme a et b commutent avec u?, et
que uP est un polyndme en u2, a et b commutent
avec uP, donc | G = Imu” est stable par a et b.

Ainsi, les endomorphismes induits ag = al|g et
be = b||¢ sont bien définis. De plus, pour tout = € G,

aZ(r) = a®(z) = 0 et V% (x) = b*(z) = 0.

| Donc ag et b sont de carré nul.

18. Clairement G est stable par u, et l'on a
ug = ag + bg, en notant ug = ul|g. D’aprés la
question 13, E = E§(u) & Imu?, et d’aprés la ques-
tion 14, 0 n’est pas valeur propre de ug. Cela signifie
que ug est injectif. Alors, ug est dans le contexte de
la partie C : ug est un automorphisme de G tel que
ug = ag + bg avec a2G = bzG. D’apres la question 10,
ug est échangeur : il existe donc deux sous-espaces
vectoriels GG1 et Go de G tels que G = G1 ® G et
uG(Gl) C Ga, U,G(Gg) C Gi.

Toujours d’apreés la question 14, 0 est 'unique
valeur propre de ’endomorphisme up = u||F, en no-
tant F = E§(u). Comme Y., est scindé sur C, il
s’écrit donc x,, = X4mF D’apres le théoréme de
Cayley-Hamilton, x,,(ur) = uf™F = 0. Ainsi, up
est nilpotent. D’apres le théoréme admis de 1’énoncé,
up est donc échangeur : il existe deux sous-espaces
vectoriels I et Fy de F tels que F = F| @ Fy et
uF(Fl) C Fy, uF(FQ) C Fi.

Ainsi, on peut écrire

E:F@G:(Fl@FQ)EB(Gl@GQ)
= (M ®G) D (F2®Ga) = B @ Eo,
en posant Ey = F} ® Gy et Ey = F» @ Gs.

415

Et l'on a u(E;) C Es. En effet, pour x; € Ey, il
existe (y1,21) € F1 x Gy tel que 1 = y1 + 21, donc

= u(y1) + u(z1)

up(y1) + ug(z1) € Fo ® G2 = E.
€ Iy S G2

De méme, u(E3) C u(Ey).

| Ainsi, u est échangeur.

u(xy)

19. Par définition de ¢, p ou = —u o . Alors,

p*ou=yo(pou)=gpo(-uop)=—pouoy
:_(—uogp)ogp:uogpQ.

20. Posons momentanément f = 2. Comme y r est
scindé sur C, f admet au moins une valeur propre.
Soit A un valeur propre de f.

D’apres la question 13, E = F @& G, en notant
F=E5(f) =KervP et G=ImoP, avecv = f — Mg
et pour un certain p pair.

D’apres la question 19, u commute avec f (c’est-a-
dire ¢?), donc u commute avec v qui est un polynéme
en f, donc aussi avec vP. Alors, F' et G sont stables
par u, qui induit donc deux endomorphismes up et
ug de F' et G respectivement.

De méme, ¢ commute avec f, qui est un polynéme
en p, donc pour les mémes raisons que ci-dessus, F
et GG sont stables par ¢, qui y induit deux endomor-
phismes @ et pg.

Comme —u = pouop~
tivement a F' et G, on a

1 en restreignant respec-

-1
—UF = PFOUF O PR,

-1
—UGg = PG ouUg o Pqs,

c’est-a-dire que ug et ug vérifient tous deux la condi-
tion (C3).

Mais u est indécomposable, donc cela n’est possible
que si F ou G est nul. Comme A € Sp f, Ex(f) # {0};
or Ex(f) C E5(f), donc F # {0}. Alors G = {0}.
Autrement dit, Imv? = {0}, donc v? = 0, ou encore
(f = Ag)? = 0. Donc le polynéme (X — A\)? est an-
nulateur de f et les valeurs propres de f sont parmi
ses racines. Il s’ensuit que A est la seule valeur propre
possible de f.

Finalement, ¢? n’a qu’une seule valeur propre,
disons A.

Puisque ¢ est un automorphisme, ¢? 'est aussi et
A # 0. En notant o et —« ses deux racines carrées,
on a donc
0= (¢ = Mp)? = (9* — ®1p)
= ((p — alp) (¢ + alp))”.

Donc le polynome ((X — «) (X + «))P est annulateur
de ¢, donc | Sp(p) C {a, —a}.
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21. D’apres la question 15, puisque les deux valeurs
propres possibles de ¢ sont o et —«, on a

E=E;(p) @ EC,(0).

Voyons si u échange ces deux espaces.
On sait qu’il existe deux entiers p et ¢ tels que

ES(¢) = Ker(p—alg)? et B (p) = Ker(p+alg)?.

D’apres la question 12, en choisissant r = max(p, ¢),
on peut écrire

ES(p) =Ker(p—alg)" et E€  (¢) = Ker(p+alg)".
Soit € ES(p) : (¢ —alg)"(z) = 0. Montrons que

u(z) € B¢, (p), c’est-a-dire que (p+alg)"(u(z)) = 0.

On sait que p ou = —u o ¢, donc
(p+alg)ou=pou+au=—-uop+au
=—uo(p—alg).
Par une récurrence immédiate, on en tire que
(p+alg) ou=(-1)"uo(p—alg)".
Donc
(¢ +alp) (u(z)) = (=1)"u((p — alg)"(z)) = 0.

Dot u(z) € E€ (p). Ainsi, u(ES(p)) C E¢,(p). Par
symétrie des roles joués par o et —a, on a également
u(E2, () C EG ().

| Donc u est échangeur.

22. Raisonnons par récurrence sur la dimension de F.

Pour n € N*, soit la proposition

P(n) : pour tout endomorphisme d’un espace de
dimension inférieure ou égale & n, la condition (C3)
entraine la condition (C1).

5

5

INITIALISATION. Considérons un endomorphisme
d’une droite vectorielle E. Alors u est une homothétie :
il existe A € C tel que pour tout « € E, u(z) = Az. Si
l’on suppose que u vérifie la condition (C3), il existe
un automorphisme ¢ de E tel que —u = @ouop !

Alors, pour tout x € F,

—Az=gouop !(z)
= p(u(p™(2))) = e(Ap~ (2))
= Ap(p~(2)) = A
Donc A = 0. Alors, en écrivant £ = E @ {0}, on voit
bien que u(E) C {0} et w({0}) = {0} C E. Donc u
est échangeur.
La propriété P(1) est acquise.

—u(x)

HEREDITE. Soit n € N*. Supposons que P(n) est
vraie. Montrons P(n + 1).

Soit u un endomorphisme d’un espace de dimen-
sion inférieure ou égale a n + 1, vérifiant la condition
(C3).

Si w est indécomposable, d’apres la question 21, il
est échangeur.

Sinon, il est possible d’écrire £ = F @& G avec
dimF > 1 et dimG > 1, tels que F' et G sont stables
par u, et les endomorphismes induits up et ug véri-
fient tous deux la propriétés (C3).

Comme dimE < n + 1, dimF € [1,n] et
dim G € [1,n], donc il est possible d’appliquer I'hy-
pothese de récurrence P(n) : les endomorphismes up
et ug sont tous deux échangeurs. Avec la méme ma-
nipulation qu’a la question 18, on en déduit que w est
échangeur.

Ainsi, P(n + 1) est vraie, et 'hérédité est validée.

D’apres le principe de récurrence, on en tire que
P(n) est vraie pour tout n € N*, ce que 'on voulait.



