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Septieme devoir surveillé

Premier exercice
[E3A18)

Pour tout entier naturel n dans N*, on note
|
hn:;E7 fn:hn_ln(n)

On considere les suites (U )nens €t (Vn)nen- défi-
nies par : u; =1 et pour n > 2,

1 1 1 1
o ton(i- 1) el om(ied),
n n n n

Q1. Rappeler le domaine de définition de la fonction
(z = x4+ In(1 — z)). Préciser son développement de
Taylor a I'ordre 2 en 0.

Q2. Soit n un entier naturel. Quel est le signe de wu,, ?

Q3. Justifier que la série Zn>1 u, est convergente.

Q4. Etudier la fonction (f :
sur [0, 1].

z — x —1In(1+ z))

Q5. Justifier que la série Zn>1 vy, est convergente.

Q6. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en
fonction de n, v,, — uy,.
o . N
En déduire une expression de )~ (vn — uy) en
fonction de N pour tout entier naturel N supérieur
ou égal a 3.

Q7. Que peut-on dire des suites

N N
<Z vn> et (Z un> ?
n=1 NeN* n=1 NeN=
Justifier que
S =Y

n>1 n>1

Dans la suite de ’exercice, on note v la somme des
séries D o1 Un €6 D5 5 Up.

Q8. Démontrer que 7 est dans l'intervalle ]0, 1].

Q9. Soit n un entier naturel non nul. Justifier que :

In(n+1) < h, <1+In(n).
Q10. Justifier que la suite (f,,)nen+ est décroissante.

Q11. Démontre que la suite (f,,)nen+ est convergente
et de limite ~.

Indication : exprimer les sommes partielles de la série
> n>1 Un en fonction des termes de la suite (fy).

Deuxieme exercice
Calcul de I'intégrale de Dirichlet
[d’aprés CCINP20]

L’objectif de cet exercice est de démontrer la
convergence de I'intégrale de Dirichlet :
[ /+°° sin(t) gt
0 t
et de calculer sa valeur. On considére la gonction
g : [0,400[ X ]0,4+00[ — R définie par :

sin(t)

t
On définit aussi la fonction u : [0, +00[ % ]0, +oo[ — R
par :

—xt

Y(z,t) € [0, +o0] x ]0, +00], g(x,t) = e

V(z,t) € [0, +00] X ]0, 400,
xsin(t) 4+ cos(t) _,,
B
Dans 'exercice, on pourra utiliser sans la démon-
trer linégalité |sin(¢)| < |¢| valable pour tout ¢ € R.

u(z,t) =

Partie I - Préliminaires

Q12. Soit 2 > 0. Montrer que la fonction ¢t — g(x,t)
est intégrable sur ]0, +ool.

Q13. En utilisant par exemple une intégration par
parties, montrer que 'intégrale I est convergente si
et seulement si I'intégrale :

01 — cos(t
/ cos( )dt
0

2
est convergente. En déduire que I'intégrale I converge.

Q14. Soit > 0. Montrer que t — u(x,t) est une
primitive de la fonction ¢ + sin(¢) e~ ** sur ]0, +-o0].

Dans la suite de ’exercice, on définit la fonction
f:[0,400[ = R par :

+oo
Vr € [0,4o00[, f(z)= /0 g(x,t)dt.

Partie II - Calcul de f sur |0, 4+o0]

1
Q15. Montrer que |f(z)| < — pour tout z > 0. En
x

déduire la limite de f en +oo.

Q16. Soit a > 0. Montrer que la fonction f est déri-
vable sur [a, +00[ et que I'on a :

+oo
Vz € [a,+oo[, f'(z) = —/ sin(t) e~ " dt.
0

Q17. En déduire que la fonction f est dérivable sur
10, +00[ et déterminer une expression de f’(z) pour
tout z € ]0, +o00[. Conclure que :

Ve >0, f(z)= g — Arctan(z).
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Partie IIT - Conclusion

On considere les fonctions f; :
f2 :[0,1] — R définies par :

1
Vo e 0.1, file) = [ glat)a

[0,1] — R et

+o00
et fa(x) z/1 g(z,t)dt.

Q18. Montrer que la fonction f; est continue sur [0, 1].

Q19. Soit = € [0,1]. Montrer que la fonction

t
t u(z ) est intégrable sur [1,+oo| et que :
xsin(l) + cos(1) _ oo u(z, t)
= TS T s LY 4.
f2(@) 1+ 22 ¢ T /1 12

Q20. Montrer que la fonction f; est continue sur [0, 1].

Q21. En déduire que la fonction f est continue en 0,
puis déterminer la valeur de l'intégrale I.

Troisieme exercice
[d’aprés CCINP23]

Dans tout ’exercice, a est un réel de ’'intervalle

10, 1[. On pose
1 a—1 +oo a—1
I(a) :/ T dz et J(e) :/ ;1

Partie I - Calcul d’une intégrale a ’aide
d’une série

a—1

Q22. Démontrer que x —
10,1] et sur [1, +o0l.

Q23. Démontrer que J(a) = I(1 — ).

est intégrable sur
+x

On se propose maintenant d’écrire I(a) sous forme
d’une somme de série.

Q24. Montrer que

a—1 +oo
T E n,nta—
VxG]O,l[, m = (*1) x + 1.
n=0

Q25. Déterminer une expression de I(a) sous forme
d’une somme de série.

Indication : pour n € N et x € ]0,1[, on pourra
décomposer

x(x—l a1 1— (_x)n—i-l + (_‘,L,)n-&-l

14z 14+

Q26. En déduire que

+oo
I(o) + J () :/0

xoz—l

14z

+o0
1 (_1)7L
doe = —+2 —_
r= e > o2 —n2
n=1
On admet la formule suivante :

Vo € [—m, 7],

sin (7 a = acos(nx
cos(ax) = % (i + Z(—l)" 2042—(n2)>

22

Q27. Démontrer que :

—+o0
/0

Partie II - Lien avec la fonction Gamma

l‘a_l

T
d
1+ .

sin(am)’

Dans toute la suite, on pose :

+oo
/ t*leTtdt
0

JFOOtafl
ethE(),—!—oo,fax:/
O

Q28. Démontrer que I" est bien définie sur |0, +o0.

Vo €10, +oo[, I'(z)

e Tt dt.

Q29. Démontrer que f, est bien définie et continue
sur [0, +o0l.

Q30. Démontrer que f, est de classe C'! sur ]0, +-o00[
et calculer sa dérivée.

Q31. Déterminer lim f,(z).
T—+00
—t
Q32. Démontrer que t+— et—a est intégrable sur
10, +0c[. En déduire :

+o0 et

—dt.
toz

lim
r——+0o0 z

Partie III - Vers la formule des complé-
ments

Q33. Pour tout z € |0, +oo[, démontrer que :

fole) — o) = T

Q34. Pour tout x € ]0, +o0[, on pose :
+oo et
F(a)e“‘/ —dt.

Vérifier que g, est une solution particuliere de 1’équa-
tion différentielle

En déduire que
Q35. En déduire que :

o0 to—1 +o00 et
/ dt = F(a)/ —dt.

ta
Q36. Démontrer I'identité suivante (formule des com-
pléments) :

ra)r(l—a)=—"

sin(am)’

Q37. En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss :

+o0 2
e " dt.
0



