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Huitieme devoir surveillé

Variations autour de la formule de Stirling

Premier probleme
[d’aprés MP17]

I Exponentielle tronquée

Pour z réel strictement positif et n entier naturel,
on pose

i nk CCk = nk :Ck
T, (x) = et Bn(a) = > o
k=0 k=n-+1

Q 1. Justifier lexistence de R,(z). Que vaut la
somme T, (z) + Ry (x)?

Q 2. En appliquant la formule de Taylor avec reste in-
tégral A la fonction ¢ — ™, prouver pour tout réel =
strictement positif, pour tout entier n, la relation :

n!

_ ,nT nn+1 * —Uu\n
R.(z)=e (ue™™)"du.
0

Soit y un réel strictement positif. On pose

Q 3. Calculer lim,,, oo Gpt1/an. En déduire que, si
y < e~ 1, alors
lim a, =0.
n—-+o0o

Q 4. On suppose dans cette question que z € ]0,1].
Montrer que la fonction u — uwe™" admet, sur [0, z],
un maximum M tel que M < e~!. En déduire qu’au
voisinage de l'infini,

R, (z) = o(e"®) puis que Tp,(x) ~ €%

n—-+o0o

+o00
Q 5. Démontrer la relation n! = / t" et dt pour
tout n entier naturel. 0

Q 6. Pour tout entier n > 1, montrer 'identité sui-
vante :

nnJrl “+oo
To(z) = €™ —; / (ue™™)"du.
n! ),

Q 7. En déduire que, si z > 1, alors T,,(x) = o(e™®)
lorsque n tend vers +oo.

On pourra lécrire (ue )" < (ve ®)" Lue
pour u = T.

Une estimation asymptotique de T,,(x), pour x =1,
sera obtenue dans la suite du probléme.

II Méthode de Laplace

On admettra la formule de I'intégrale de Gauss :
+o0 5
/ et /2dt = V2.
—o0

Soit f : [—1,1] — R une fonction de classe C? sur
laquelle on fait les hypotheéses suivantes :

H1 : f(0)=1
H2 : f7(0) = -1
H3 : Pour tout z € |-1,1[~ {0} 0< f(z) <1

H4 : Les nombres f(—1) et f(1) appartiennent a
I'intervalle [0, 1].

Pour z € |—1,1[ \ {0}, on pose

Q 8. Montrer que f'(0) = 0 puis, & 'aide d’un déve-
loppement limité, déterminer k = lim,_,q p(z).

On prolonge ¢ en posant ¢(0) = k.

Q 9. Montrer que la fonction ¢, sur |—1, 1], est mino-
rée par un réel strictement positif. En déduire I’exis-
tence d’un réel a strictement positif tel que pour tout
x € [—1,1], on ait

flx) < ez’

Indication : on pourra distinguer les cas ot f(1) et
f(=1) sont non nuls des cas ot l'un des deux au
moins est nul.

On définit une fonction g : [1, +oo[ x R — R par

() <reivves

0 sinon

g(a7 u) =

Q 10. Montrer que pour tout réel a > 1, la fonction
u — g(a,u) est continue par morceaux sur R, et que
pour tout u € R, la fonction a — g(a,u) converge
quand a tend vers +oo vers la limite

L(u) = e~u /2,
Q 11. En déduire que

/ 11(f(w))"dx o~ ﬁ

On en déduit de la méme maniére que

[uera [
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IIT  Formule de Stirling

Avertissement : méme si elle fait partie du pro-
gramme, on (re)démontre dans cette partie la formule
de Stirling.

Q 12. Pour tout entier n > 1, déduire de la ques-

tion 5 que

n! =n"te (I, + J,),

/11(;U + 1)

—+oo
et J, = / (x+1)"e " dux.
1

avec

I, e "*dx

13. Montrer que pour tout x > 1, x + 1 < 2%. En
Q que p )

déduire une majoration de J,.

Q 14. En appliquant la méthode de Laplace, donner
un équivalent de I,,.

Q 15. En déduire que

IV  Formule de Bernstein

On reprend les notations T),(z) et Ry (z) intro-
duites dans la partie I.

Q 16. Pour tout entier n non nul, montrer 'identité

suivante :
1
/ (1=t emdt.
0

Q 17. En déduire un équivalent de R, (1) lorsque n
tend vers l'infini. Prouver que

n+1
Rn(l) = i

n!

Second probleme
[d’apres CS23)

Ce probleme propose de démontrer un raffinement
de la formule de Stirling.

I Intégrale de Gauss
Le but de cette partie est de calculer I'intégrale
—“at.

dite de Gauss :
+o0
/ e
0 400

Q 18. Montrer que l'intégrale / e
ment convergente. 0

~t* dt est absolu-

2

3

On étudie les fonctions f et g définies par

1 T

e —(t241)x2 5
/ dt et g(x) :/e_t dt.

241
0 0

Q 19. Montrer que f est définie sur R et qu’elle est
paire. Calculer f(0).

Q 20. Montrer que f est de classe C'' sur R et donner
Pexpression de f(z).

Q 21. Montrer que g est définie et de classe C! sur R.

Q 22. A laide d’un changement de variable affine,
montrer que

Vz € R, f'(z) = —2¢'(z)g(x).
Q 23. Vérifier que
Vo €R, f(z) = T —g(a)

Q 24. En déduire lim g¢(z), puis conclure que
r—r—+00

+oo

/ et dt = ﬁ
2

0

II Formule de Stirling

Dans cette partie, on propose de démontrer un
raffinement de la formule de Stirling. On va prouver
Pexistence d’une suite (g, )nen+ convergente vers 0

telle que
? < ) <1 qn)
e
+oo

II.A — Pour n € N, on pose I,, = / theTtdt.
0

1
+—+

Vn € N* =
n e , N on

Q 25. Montrer que la suite (I,,)nen est bien définie.

Q 26. Donner une relation entre I,,11 et I, et en
déduire que I,, = n! pour tout entier naturel n.

II.B — Cette sous-partie est consacrée a la démons-
tration de la formule de Stirling classique

(IL.1) -

~J
n—-+oo

n!

Q 27. Si n est un entier naturel non nul, déduire de
la question précédente que

nl = n <:)n 70(1 + \%)neyﬁdy.

—Vm

Pour « € [1, +oc[, on note 1;_ 7 | la fonction
indicatrice de U'intervalle [—+/a, +oo[ dont on rappelle
qu’elle vaut 1 sur [—/a, +00[ et 0 sur |—o0, —/a[.
On pose pour y € R,

y \" _
ha,y) = 11 /@, 4 ool (¥) (Hﬁ) e vV,
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Q 28. Démontrer que pour tout y € R, la fonction
a — h(a,y) converge quand o — +0o et préciser

lim A(a,y).

a— 400

Pour z € |—1, +o0[ ~

q(z) =

Q 29. Justifier que ¢ est prolongeable en une fonc-
tion continue sur ]—1, 400[ que Pon convient de noter
également q.

{0} on pose
x —In(1+ 2)

x2

Q 30. Démontrer que, pour tout x > —1,
1

q(x) = /

0

u
d
1+ux Y

Q 31. En déduire que ¢ est une fonction décroissante
sur |—1, +o00[ et démontrer que pour tout @ € [1, +00],
Vye R, h(a,y) < (L+y)e

Vy e R™", h(a,y) < eV /2,

Q 32. Déduire des questions précédentes la formule
de Stirling (11.1).

II.C - Pour raffiner la formule de Stirling, on in-

troduit les suites réelles (up)nen+, (Un)nen- et

(wy)nen+ définies par :

n"e " \/n

5 Un
n!

Q 33. Vérifier que

= ln(un)a Wp = Un41

)

et en déduire la nature de la série numérique > wy,.

Uy = — Up.-

B 1 1
" nstoo 1202 to n?

3

3

II.C.1) Soient (a,)nen+ une suite réelle positive et
(bn)nen+ une suite réelle strictement positive, telles
by, et la série numérique > b, converge.

~

ue a
q n n—-+oo

Q 34. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un entier na-
turel non nul ng tel que

Yn = ng, (1—¢e)b, <an < (1+¢)by,.

Q 35. En déduire que la série numérique > ay,
converge et que les restes vérifient

+oo +oo
PN BLE
k=n k=n
II.C.2) Si n est un entier naturel non nul, on pose
“+ o0
1
"=
k=n
Q 36. Pour tout n € N*, établir que
n+1

n+12\/7dt

Q 37. En déduire un équivalent simple de R,, lorsque
n — +oo.

1I1.C.3)
Q 38. Déduire des questions précédentes un équi-
+oo
valent de Z wy, lorsque n — 4o00.
k=n
Q 39. En déduire qu’il existe une suite (g, )nen-
convergente vers 0 telle que
qn)

n\" 1
2 — 1+ —
(5) (e

Yn € N*, n! =



