Corrigés des exercices de la dixieme feuille

(88] ESB

L’intégrande f est continue sur ]0, +o0].
Pour tout z € 0, 1],

vz v 1

< t ~ —.
7@ In(1 + z) ¢ In(1+2x) 0 z
Comme z +— 1/y/x est intégrable sur ]0,1],
x +— /x/In(l + x) aussi, donc f aussi.
Pour tout x € [1, 4+o00],

@) ~ !

+oo 23/2Inx +<§o x3/2°

Comme z + 1/2%/2 est intégrable sur [1,-+o0],

x> 1/(23/?Inx) aussi, donc f aussi.
Finalement, f est intégrable sur ]0, +o0o[ et I'intégrale
converge.

(89} ccp

PREALABLE. La fonction f est continue sur ]0, +oo].

ETUDE SUR |0, 1]. Au voisinage de 0,
1 1 1 1
fz) ~ 2173 Iz < 2173 7173 = 323

Or 2 < 1 donc z +— 1/2%/3 est intégrable sur ]0,1] et f
Pest aussi.

ETUDE SUR [1, +oo[. Au voisinage de +oo,

1/4
(Z‘ + 1)1/4 — 331/4 (1 + 1)
X

1 1
RAEEC)
4x T

1 1
_.1/4
- —’—4553/4+0<x3/4)7
donc
oo +0(5am)
Inx /24 1
g3z S 18/12 T 25724

Or 2 > 1 donc z + 1/2%/%4 est intégrable sur [1, +oo]
et f lest aussi.

CONCLUSION. f est intégrable sur |0, 4+o0].

[90} AM

On voit que f(z) ~yoo 1/ et que f(z) >0 1/x donc
f n’est intégrable ni sur ]0, 1] ni sur [1, 4o00[!

Commentaire. Cet exercice n’est pas trés gentil. C’est
rare, mais ¢a arrive. Gardons toujours l’esprit ouvert.

[91] AM

CONVERGENCE. La fonction

1 1
f:x— —— Arcsin —
x x

est continue (par morceaux) sur [1, +o0o[. De plus
1
T) ~ ——
f( )+oo 613
et d’apres les intégrales de Riemann, comme 3 > 1,

x — 1/2® est intégrable sur [1, +oo[, donc f Pest aussi.
Ainsi, I'intégrale converge.

CALcuL. Faisons une intégration par parties en dérivant
f et en intégrant x — 1. Les fonctions f et g: z +— x
sont de classe €' sur [1,+o0[; alors I'égalité suivante
est valide, a condition que deux des trois termes aient

un sens :
/1+Oog'f = [gf}:m - /1+Oogf’~

Or fjoo g’ [ converge, c’est I'intégrale de départ ; et le
crochet a un sens car lim o, g f = 0, d’apres 1'équivalent
de f ci-dessus. Alors,

+oo
/ (1 — Arcsin 1>dx
1 T x
+oo
= {x(l — Arcsin 1)}
T z)|,
/+OO 1 _1/x2
— |- - —F— dz
1 z 1—1/22

+oo
™ 1 1
=—-1 - — —|d=z.
2 +/1 <x :c?l)x

Ici, nous « reconnaissons » une dérivée usuelle : pour
z>1,

L4 VaZ 1) =

dx vViz —1’
donc
teo 1
[
1 x 2 —1
“+o0
= [lnxfln(er\/ﬂlc2 71)}
1
o],
=|ln—— =In-
crve—1l, 2
Finalement,

+oo 1
/ (—Arcsin1>dx:7r—1—ln2.
1 x x 2

VARIANTE. Voici une autre calcul, dont les détails et
justifications sont laissées en exercice.

—+oo
/ <1 — Arcsin 1) dz
1 X X
1
= / (u— Arcsinu)d—g <u = 1)
0 u X

- {—1 (u— Arcsin u)} 1

u 0
1 1
+/ (1—)du (IPP)
o U v1—u?
T
:—1 —
+2

" ! 0do in 6
—|—/0 Sin9(1—0089>cos df  (u=sinb)

/2

T cosf — 1
=14+ = ——do
+2+/0 sin
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(cos@ 1 2sin2‘g>
. o . 9 9
sin ) = 2sin 5 cos 5
/2
T
=—14+ =+ |2Ilncos =
2 2],

™
14 =
+2

1
In—.
+n2

[92]

Pour n > 1, t — e™ ™" est continue, positive et in-
tégrable sur [0, +oo], car e—nt’ <o 1/t2. De plus, en
posant u = y/nt, qui est un changement de variable de
classe €' et bijectif donc licite,

/Ho gy 1 /Ho —u'q
€ = —= € u
0 v Jo

donc la série de ’énoncé diverge.

ENS

t2

CCP
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CONVERGENCE. La fonction f : z — 22/(1 + 2%)? est
continue sur Ry. De plus, en +oo, f(z) ~ 1/22, et
x + 1/2? est intégrable sur [1, +oo[ car 2 > 1. Alors f
est intégrable sur R et I'intégrale converge.

CALCUL. Intégrons par parties. C’est licite car tous les
termes manipulés ont un sens.

/+°° x?dx /+°° x
5 — r——-——=dxz

o (@+22)2 o (1+22)?

_ 1 +°°+/+°° da

T2+, o 2(1+22)

1 +oo
=0+ 3 [Arctanac}o = %

[94]

1. L’intégrande est continue sur R, w-périodique et paire.
Alors son intégrale est la méme sur tout intervalle de

longueur 7, par exemple [—Z, Z]; et par parité, on peut

272
couper I'intervalle en deux :
w/2 d /2
.
—xj2 L +a?sin“x 0
La fonction tangente est bijective et de classe €'

de [0, 5[ dans [0, 4-oc[, donc le changement de variable

CcCp

dz
1+a?sin?z’

du

proposé est autorisé et ’on peut écrire
1+u?
(1-

+oo
1:2/
0 1 + CL2
du

+oo
—9 =
/0 14+ (1+a?)u?

{Arctan(u V14 a? )} :oo

1
ger:d)

2
Vit a?

™
Vita?
2. Majorons uy. Pour z € [k, (k4 1)7], x > k=, donc
1 1
< ; )
1+a3sin’x 1+ (km)3sin?x

2

4

et en intégrant sur [k7, (k+ 1) 7],
(k+1)7‘l’ dx (k+1)7r dx
/kﬂ 1+ 23sin?x /,m 1+ (km)3sin?a’
ou encore uy < Uk, en nommant v la seconde intégrale.
Par un calcul analogue a celui de la premiére question,
/ T dx
v = _—
k o 1+ (km)3sin®z
m 1
V14 (k)3 k—+oo VTk3/2
Comme 3/2 > 1, la série de Riemann 3 1/k%/2 converge,
donc > vy converge, et > uy aussi.

3. La fonction f : 2+ 1/(1+ 2®sin® z) est continue sur
R, . Elle y est intégrable si et seulement si la fonction
F:zw— fox f(t) dt converge en +oco. Comme f > 0,
F croit, donc elle converge en +0oo si et seulement s’il
existe une suite (z,,) croissant vers +oo telle que la suite
(F(xy,)) converge. Or, pour n € N,

n (n+1)m
e = FHydt = F((n+1) 7).
e

Comme ) uy converge, la suite (F'((n+ 1)m)) converge,
donc la fonction F' converge en +o0o et f est intégrable
sur Ry .

[95]
1. Considérons A = R*, I = [0, +-00] et
—2t

CccCp

(&
AXT =R t) — .
g:Ax , (x,t) po

Utilisons le théoréeme de continuité des intégrales dé-
pendant d'un parametre.
o Pour tout ¢t € I, z > g(x,t) est continue sur A, par
opérations usuelles.
o De méme, pour tout z € A, t — g(x,t) est continue
(par morceaux) sur I.
o Pour tout segment [a,b] C A avec 0 < a < b, et pour
tout (z,t) € [a,b] x I, x +t > a donc

lg(a, )] < e,

ou t — e~ 2t est continue et intégrable sur I car 2 > 0,
donc g vérifie ’hypotheése de domination.

Alors,
e pour tout x € A, t — g(x,t) est intégrable sur I ;
e [ est définie et continue sur tout segment de A, donc
sur A.

2. Soit > 0. On a

too (4 —t)e2t
v fz) = /O ptt=t)e™

r+t

+o0 +o0 —2t
t
/ e 2tdt — / ¢
0 0 r+t

Or, pour tout t € I, x +t > = donc

+Oote—2t
og/

0 T+t

1 [t
<)

T Jo

donc IETOO xf(x) =

dt

dt.

dt

1
te 2tdt=-— ——0

4x z—+oo

1

5.
3. Par définition des équivalents, cela signifie que

f(x) !

z—+too 20
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[96] TPE
1. Posons A =R, I =[0,1] et
e~ (1+t%)
AT —R t _
g: AXI =R, (2,t) > — 5

Par opérations usuelles, pour tout = € A, t — g(x,t)
est continue (par morceaux) donc intégrable sur le seg-
ment I ; pour tout t € I, x g(x t) est de classe € sur
A; et pour tout = € A, t = 99 (z,t) = —2g e (1)
est continue (par morceaux) sur I.

Enfin, pour tout segment [a,b] C A et tout = € [a, b],

gq (z, t)| < 2max(|al, |b]), ce qui est une domination
valide.

Alors, pour tout z € A, t — (:U t) est intégrable
sur [; G est de classe €' sur tout segment de A, donc
sur A; et pour tout = de A,

N
0

oz
2. La fonction F est de classe €' sur R, comme primi-
tive de la fonction continue ¢ — e~*". De plus, pour tout
zER, F(z)=e
Par ailleurs, pour = # 0, en posant u = zt, qui est
un changement de variable licite car bijectif et de classe

1
G'(z) (z,t)dt = —2x/0 e~ (%) gt

%pl
2 1 242
G'(z) = —-2e" / e " pdt
0
a2 [T s ,
=—-2e7 e " du=—-2F'(z)F(x).

0
Alors G(z) = G(0) — F?(z). Or G(0) = %, donc
G=7%-F2
3. Pour tout z € R, |G(z)| < fol e~ dt = e=", donc

17 Orurs e~" est intégrable
sur [0, +o0o[ car e <400 e, donc

4. Alors limy o F' =

1 oo
limF = - = —* du.
lim Z\f /0 e u

MP

[97]

VARIATIONS. Nommons f la fonction de I’énoncé et mon-
trons qu’elle décroit strictement sur [5, 7], directement,
sans la dériver.

Soient z et y deux réels de [T,7] tels que
x < y. Pour tout t € [0,F], 0 < sint < 1 et
0 < zsint < ysint < 7. Comme le cosinus décroit
sur [0, 7], cos(zsint) > cos(ysint). En fait, ’égalité n’a
lieu qu’en t = 0 ou t = =. Alors, par croissance de
Pintégrale, f(z) > f(y). L’inégalité est stricte, car les
deux intégrandes ne sont égaux que pour t € {0,7}.
Ainsi, f décroit strictement donc s’annule au plus une
fois sur [F, 7.
Commentaire. Comme quoi, il n’est pas toujours néces-
saire de se précipiter sur les gros théorémes.

s

SIGNES. Si f(§
s’annule exactement une fois sur |

D’une part, f(%5)
t € [0,7], Fsint € [0, %] donc cos(

) et f(mw) sont de signes contraires, f
3, ). Prouvons-le.
= [, cos(Zsint) dt. Pour tout

gsint) > 0 et

3]4

f(5) > 0. La encore, 'inégalité est stricte car cos(% sint)
n’est nul quen ¢ = 7.
D’autre part, f(w) =
€ [0, ], sin(m — t) =
ona

[y cos(msint) dt. Pour tout
sint, donc en posant u = 7w — t,

f(m) = fow/2 cos(wsint)dt + fﬂ/2 cos(msint)dt

= J7"”
=27

Pour tout ¢t € [0,%], par concavité du sinus, on

cos(msint)dt + fo cos(msinu) du

cos(msint) dt.

« sait » que sint > %t. Donc cos(msint) < cos(2t)

et f(m) < fo cos(2t)dt = 0, ce que l'on voulait.

(98] cs
t—

1. Soit z € R. La fonction A : t — e~ est conti-

Int
nue et positive sur ]0, 1[. De plus, lim;_,o+ h(t) = 0 et
lim;_,;- h(t) = e~ ® donc h se prolonge par continuité
sur [0, 1]. Donc elle est intégrable sur ]0, 1].
Ainsi, F' est définie sur R.

2. Posons A =R et I =10, 1[. Soit
t—1
Int

On vient de voir que pour tout € A, h: t — g(z,t) est
continue et intégrable sur I. De plus, pour tout t € I,
2+ g(z,t) est de classe € sur A, et

e—a:t

g: AxI =R, (z,t)—

dg t—1
V(z,t) e AxI, =(z,t)=—t —wt
(@,1) 09 (a,1) = 1t
Bien-siir, pour tout x € A, t — a—g( ,1) est conti-
nue sur /. Enfin, pour tout segment [a,b] C R et tout
(z,t) € [a,b] x I,
Jg t—1 _.,
Z(x,t)| < o — g(a,t),
)| < e = st
ou t — g(a,t) est intégrable sur I, on I'a vu.
Alors F est de classe € sur R et
|
Vz R, F'(z) = —/ t e "tdt.
o Int
En outre, pour z > 0,
1 1
t—1 t—1
|F'(2)] :/ t——e *tdt < / t——dt.
o Int Int

Notons k cette derniere intégrale. D’apres I'inégalité des
accroissements finis, F' est k-lipschitzienne sur R, .

3. Pour étudier la convergence de la suite (z,,), étudions
celle de la série > (zp41 — Tp).
Comme F est k-lipschitzienne, pour tout n € N*,

[Zpt1 — @n| = [F(2n) — Fzp-1)| <

donc par une récurrence immeédiate, pour tout n € N,

k|xn - xnfl‘v

k" |171 — l‘0|.

t—1<0, donc

|xn+1 - xn| <

Par concavite pour tout ¢ 6 I, Int <
1> 5 >0t k< Jytdi =

Ainsi, 1a série geometrlque Ekj" converge, donc la
série Z(:an — x,) converge absolument, donc la suite
(z,) converge.
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[99] MP
1. Posons A =R, I =R} et
1-— t
g: AxI—=R, (z,t) — %e_m.

Pour tout © € A, t — g(x,t) est clairement continue sur
I. Pour tout t € A, x — g(z,t) est tout aussi clairement
continue sur A. Pour tout (z,t) € A x I,

|1 —cost|

e o(t).
1

La fonction ¢ est continue sur I. De plus, en 0, ¢(t) ~ 3,
donc ¢ se prolonge en une fonction continue en 0, donc
elle est intégrable sur ]0,1]. Et pour t > 1, p(t) < 2,
ol t — % est intégrable sur [1,4oo[ donc ¢ est aussi.
Ainsi, ¢ est intégrable sur I et constitue une domination
valide de g. Alors, pour tout © € A, t — g(x,t) est
intégrable sur I, et f est définie et continue sur A.

lg(x,t)| <

2. Soit x € A. On a vu que ¢ est prolongeable par conti-
nuité sur [0,1] et que pour tout ¢ > 1, p(t) < t% < 2.
Donc ¢ est bornée sur I : notons M 1'un de ses majorants.
Pour tout t € I,

lg(@, )] < p(t)e™" < Me™™",

*t goit intégrable sur I),

+oo M
e Tt = —.
0 T

dong, si z > 0 (pour que ¢ — e~

—+o00
|f($)\</0 lg(z,t)|dt < M

Ainsi, limy o f = 0.

3. Notons A" = R%. La fonction g est clairement de
classe €2 sur A’ x I. En particulier, elle admet des
dérivées partielles

0 1 —cost

90 g1y LT
x

52

a—‘g (x,t) = (1 —cost)e ™,
x

qui sont définies et continues sur A’ x I. On a déja vu
que pour tout x € A’, t — g(x,t) est intégrable sur I.
Soit x € A’. Pour tout t € I,

dg

%(% t)| < te(t) et

La fonction ¢ — t@(t) est bornée sur |0, 1], comme
produit de fonctions qui le sont. De plus, pour ¢t > 1,
to(t) < 2 <2, donc ¢ — tp(t) est bornée sur I : soit
Mj T'un de ses majorants. On a donc

99

%(‘I,t)

oll t — e~ %! est intégrable sur I puisque z > 0. Alors
t— g—g(x, t) est aussi intégrable sur . Enfin, pour tout
segment [a,b] C A’ et tout (x,t) € [a,b] x I,

d%g
@(xa t)

< ]\41 e*ibt

)

< 2671t < 2efat,

4

4

oll t — e~ est intégrable sur I puisque a > 0, donc
2%

Ox2
Il s’ensuit que f est €2 sur A’ et que pour x € A’,

vérifie bien I’hypotheése de domination.

oo 52
rw= [ G
+oo
:/ (1 —cost)e “tdt
0

+oo
et dt —/ coste *tdt
0

e(ifac)t dt>
X

1 1
R -
e(i—x) x  1+a?

4. Alors, il existe (a,b) € R? tel que pour tout z € A’,
f'(z) =Inz—1In(1+2?)+b et en intégrant par parties,

flx)=a+bx

+zlnz — J2ln(l +2?) — Arctanz.

Mais l'on sait que f tend vers 0 en +oo. Par ailleurs,
lim, o, Arctan = 7 et

1 ) 1 1
zlnz — ixln(l +a%) = —2x1n<1+ x2>
1

~ _ ,
teo 2x z—+oo

Donc on doit avoir b = 0 et a = 5. Ainsi, pour tout
zeA.

fla) =73 -

Arctanz +zlnz — Jzln(l 4 2?).

Enfin, nous savons que f est continue en 0, donc

f(0) = lim f(z)

z—0

lim
x—0

<’2T — Arctanz +zlnz — fzIn(1 + x2)>

us

5
Bonus. On vient de voir que

T
dt = —.
2 2

— cost

[
0

Gréce a une intégration par parties, dont la justification
est laissée en exercice, on a donc

/+°° sintdt:/+°° 1_COStdt:E.

f(0)



