Corrigés des exercices de la onzieme feuille
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CONVERGENCE SIMPLE. Les fonctions f,, sont paires,
il suffit donc d’étudier la convergence simple sur R, .

n+2
Sixz=0, fo(x) = — 1
te=0 fale)=——
. n+2 na?
Slx>0,fn(z):n+le mo.

Ainsi, la suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment sur R vers la fonction

R+ — R
1 siz=
f RN sixz =0,
0 siz>0.

CONVERGENCE UNIFORME SUR [0, +oo[. Les fonc-
tions f, sont toutes continues sur R alors que la
limite simple f ne lest pas. Alors, la suite (f,) ne
peut converger uniformément sur R vers f.

CONVERGENCE UNIFORME SUR [a,+0o[ OU a > 0.
Pour tous n € N et z > a,
n+2

n+2 2 2
- < e = n .
ala)| = T2 e < P2 e g

—nxT
Comme a > 0, la suite (f,(a)) tend vers 0 et ne
dépend pas de x. Donc la suite (f,,) converge unifor-
mément vers la fonction nulle sur [a, +00l.
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CONVERGENCE SIMPLE. Introduisons la fonction
sinx .
six#£0
QT = x

1 sixz =0,

de sorte que f,(x) = ¢(z™) pour n € N. Comme ¢
est paire, menons 1’étude sur R, .

Soit z > 0.
Six < 1, ngrfoox =0 et ;grbcp(y) = 1 donc
w3 f(7) =1

Siz=1, fr(1) = ¢(1) =sinl.

Siz>1, lim z"=+ocoet lim ¢(y) =0 donc
n—-+0oo Yy—r—+00
w1 fn(2) =0
Alors (f,) converge simplement sur Ry vers la

fonction

1 six <1,
frx—=<sinl sixz=1,
0 six > 1.

CONVERGENCE UNIFORME. Comme f n’est pas conti-
nue sur Ry quand les f, le sont, la convergence n’est
pas uniforme sur R . Voici néanmoins une preuve di-
recte. En posant ,, = 1+1/n, comme (1+1/n)" — e
et que ¢ est continue en e,

Ainsi, (f,) ne converge pas uniformément sur R, ni
méme sur |1, +oo[ puisque z,, > 1.
Manifestement, il faut s’écarter de 1.

CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT |[a,+oo][ OU
a > 1. Soit a > 1. Pour tout z € [a, +00],

ful) - F@) < = < —

S an’
ou (1/a™) converge vers 0 indépendamment de z, donc
(fn) converge uniformément vers f sur [a, 400l

On traite de la méme facon le cas des intervalles
[0,a] ot 0 < a < 1.
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1. CONVERGENCE SIMPLE. Soit € R. Clairement,
limy, s 100 frn(2) = cosz, et la suite de fonctions (fy,)
converge simplement sur R vers la fonction f = cos.

2. CONVERGENCE UNIFORME. Soient n € N* et
zeR.Ona

falz) = f(z) = cos((1+ 1)z) — cosz
= —2sin((1 + &) z) sin .

Alors, en choisissant x,, = nm, on voit que la suite
de terme général |f,,(z,) — f(2n)] = 2 ne tend pas
vers 0 quand n tend vers 'infini, ce qui signifie que la
suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément
vers [ sur R.

CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT SEGMENT. Soit
un segment [a, b] C R, avec a < b. Pour tout x € [a, b]
et tout n € N*|

|fo(@) = f(2)] = 2[sin((1 + 5;) 2)| [sin 57|
<255 < 5 max{]al, [b}.
Ce dernier majorant ne dépend pas de z et tend vers 0,
donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément
vers f sur [a,b], donc sur tout segment de R.
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Les fonctions f, sont clairement paires, donc il
suffit de mener I’étude sur R,.

CONVERGENCE SIMPLE. Soit # € Ry. Clairement,
pour tout n € N*, f,,(0) = n et la suite (f,(0)) di-
verge. Supposons x > 0. Alors, pour n assez grand,
x> 1/net fr(x) =0. Alors la suite (f,(z)) converge
vers 0.

Ainsi, la suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment sur R* vers la fonction nulle.

CONVERGENCE UNIFORME SUR R* . Pour n € N*, on
voit que 1/n? < 1/n donc

fn(12> =n—1—— +o0.

n n—-+oo

Ainsi, la suite de terme général f,,(1/n?) — 0 ne tend
pas vers 0, ce qui prouve que la suite de fonctions
(fn) ne converge pas uniformément vers la fonction
nulle sur R .
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CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT INTERVALLE
[a,+o00[ OU a > 0. Soit a > 0. Pour n assez grand,
a > 1/n, donc pour tout x € [a,+o0[, fn(xz) =0 et
| £ — 0|2+l = 0. Ainsi, la suite de fonctions (f,,)
converge uniformément sur [a, +oo| vers la fonction
nulle.
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1. Les fonctions f, : t — t"™ f(t) sont continues sur
[0,1] ; la suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers

T
f(1)

laquelle fonction est continue par morceaux sur [0, 1] ;
et pour tout n, |fn| < | FI%Y, ot ¢ — [|£]|0Y est
positive, continue et intégrable sur [0, 1]. D’apres le
théoréme de convergence dominée, les f,, et leur limite

simple sont intégrables sur [0,1] et lim I, = 0.
n—+o00o

sit <1,
sit=1,

1
2. Posons u =t". On anl, = / YV f (V) du.
0

Soit gy, : u > Y/u f(Y/u). On voit que g, (0) = 0
et que (gn(u)) tend vers f(1) si u # 0. Done (g,)
converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

7 (1)

Les g, sont continues sur [0,1]; (g,) converge sim-
plement vers g qui est continue par morceaux ; enfin,
pour tout n, [g,| < [|£]11%Y : ¢’est la méme domination
que plus haut. D’apres le théoréme de convergence
dominée, les g,, et g sont intégrables sur [0, 1] et

/Olg=f(1)~

siu =0,
siu > 0.

lim nl, =
n—-+oo
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PERMUTATION. Appliquons le théoréeme de conver-
gence dominée.

o Les f, sont positives et continues sur [0, +o0].

o Pour tout ¢t > 0 fixé,

fa(t)

42
— € ¢
n—-+oo

2
—e " In(1+t°/n)

et la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur
[0, +00] vers la fonction f 1t et

o La fonction f est continue sur [0, 4o0].

o Enfin, pour tout ¢ > 0,

t2\"
(%)
n
donc f,(t) < fi1(t). Or f1 est positive, continue et

intégrable sur [0, +o0[, donc cette inégalité est une
domination valide.

Alors,
e les f, et f sont intégrables sur [0, 4o00[;

t2k

> (1"

T =

2 ..
1+t +
=0

2

3

e on peut écrire
oo dt

“+ o0
—¢2

CaLcUL. Posons t = y/ntan 0 : il s’agit d’une bijec-
tion de classe €' de [0, Z[ dans [0, +oo[. Alors, en
utilisant un résultat classique sur les intégrales de
Wallis, puis la formule de Stirling, on a

+o0 /2 1 2
/ dt2 :/ N -‘rt&nz 0 a0
0 (1_,_%)71 0 (1 + tan® )"

lim
n——+00 0

/2 Vn@2n=2)! © 7
2n—2 :
= 0dl = ————F— — ~ —.
ﬁ/o o8 22— 122 2
—+oo
Finalement, / et dt = ﬁ
0 2
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1. Soit ¢t > 0. Pour n assez grand, n > ¢, donc

Fult) = (1 _ t)nl Int

n

exp((n 1)ln<1 _ 2)) Int
=eXp<(n— 1)(-2 +o<;>)> Int

——— e tInt.
n—-+oo

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge simplement
sur R vers la fonction f: R% — R, t+— e ‘Int.

2. Utilisons le théoréme de convergence dominée.
Les fonctions f,, sont continues sur R7 ; la suite
de fonctions (f,,) converge simplement sur R vers f,
on vient de le voir; la fonction f est continue sur R .
Soit t € ]0,n[. On sait que In(1 — u) < —u par
concavité. Donc, puisque t < n,

(n—1)1n<1—2> §—(n—1)%

t
—t— < —t+1.
n

1 (8)] = exp ((n —1) ln(l - ;)) lInt|

<ee '|Int| = o(t).

Et bien-str, si ¢ € [n,+oo[, fn(t) 0 donc
|fn(t)] < @(t). La fonction ¢ est continue sur R? ;
o(t) lnt| et In est intégrable sur ]0,1[;
o(t) <400 €72 et t = e7Y/? est intégrable sur
[1,4+00[. Donc ¢ est intégrable sur R .

Il s’ensuit que les f,, et f sont intégrables sur R’}
et I'on peut permuter :

Ainsi,

~0

+o0 +oo
F(t)dt = lim Fo(t)dt
tA = tim [ (0
= 1l
[ o

puisque f, = 0 sur |n, +00].
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3. Soit n € N*. Le changement de variable t = nu est
bijectif et de classe € donc il est licite : sachant que
la premieére intégrale a un sens, la suivante aussi

n n—1 1
/ <1 _ t) Intdt = / n(1—u)" " In(nu)du.
0 n 0

On voudrait ensuite intégrer par parties comme suit :

/01 (1 — )" in(nu)du

[—(1 — u)”ln(nu)}: + /01(1 —u)" dﬂ

U
Pour valider ce calcul, deux des trois écritures doivent
avoir un sens : la premiere en a un avec ce qui précede ;
mais le crochet n’a pas de sens en 0, donc 'intégra-
tion par parties est invalide. Cependant, —(1 — u)"
n’est qu'une primitive de n (1 —u)" "1, les autres s’en
déduisent en ajoutant une constante. Or la difficulté
dans le crochet vient du In en 0. Si I’on choisit comme
primitive 1 — (1 —u)™, alors cette primitive neutralise
le In en O : en effet,

(1—-(1—=uw)™) In(nu) ~¢g nulnu — 0.

Alors écrivons

/Olna —w)" Uin(nu)du

u

3

3

La premiére intégrale a toujours un sens. Maintenant,
le crochet en a un aussi d’apres 'argument précédent.
Alors la deuxiéme intégrale a forcément un sens et
I'intégration par parties est valide. Ainsi,

/1 n(1—u)" " 'In(nu)du
0

[T

=Inn /0 71_(1_@ du
—lnn— &= —wF ldu
=1 A(};}u ))d

n—1 1

(1 _ u)k+1}

:lnn+ |:
kZ:O k+1 ],

n—1 1 n 1
:1nn—2m=1nn—zz
k=0 k=1

~Ntoo —7-
Finalement,
T Int !
/ Ltdt = lim n(1—u)" " n(nu)du = —v.
0 e n——+4oo 0



