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CONVERGENCE NORMALE. Pour tout n € N* et
r € Ry, |fu(z)] < 1/n2 Or la série de Riemann
3" 1/n? converge, donc la série de fonctions Yons1fn
converge normalement sur R,. Elle y converge donc
uniformément, et simplement.
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1. Soit x € R. La série > - fu(7) est clairement
alternée. Etudions donc la suite (| f,, (2)])n>1-

Si & < 0, cette suite diverge vers +oo donc la série
> n>1 fn(x) diverge grossierement.

Si x > 0, cette suite tend vers 0 en décroissant,
donc d’apres le théoreme spécial des séries alternées,
la série -, fn(2) converge.

Ainsi, la série de fonctions Zn>1 fn converge sim-
plement sur [0, +00[.

2. Soient z € [0, 4+o00[ et n € N*. Considérons le reste

—+00
Ro(x)= Y fle).
k=n-+1
D’apres le théoreme spécial des séries alternées,
e—(n+1):v 1

< = < .
Ba(@)] < (@) = =g < g

Ce dernier majorant ne dépend pas de = et tend
vers 0, donc la suite de fonctions (R, )n>1 converge
uniformément sur [0, +oo| vers la fonction nulle, ce
qui signifie que la série de fonctions Zn>1 fn converge
uniformément sur [0, +oo].
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CONVERGENCE SIMPLE. Soit x > 0.

Siz < 1,limy 400 fn(z) = 400, done Zn>2 fn(x)
diverge grossiérement.

Siz =1, pour tout n > 2, f,(1) =0et Zn>2 fn(D)
converge.

Siz>1, pourtout n >3 > e,

Inx Inz
| fu(z)| = —

z"Inn S xn
Ce majorant est terme général d’une série géométrique
de raison 1/z < 1 donc qui converge ; par majoration,
> nso fn(x) converge.
Ainsi, la série de fonctions Zn>2 fn converge sim-
plement sur [1, +oo].

Dans la suite, posons I = [1, +o0].

CONVERGENCE UNIFORME SUR I. Soient = > 1 et
n > 2. D’une part, R, (1) = 0. D’autre part, si x > 1,

Ra@l=tnr 3 bz $% 1

&) =T zFlnk = In(n+1) Tk
k=n-+1 k=n-+1
Inz 1/z"*! Inz

S In(n+1)1-1/z In(n+1)z"(z—1)
Inz

S In(n+1)(z—1)

Gréce a une étude rapide, la fonction  — Inz/(x—1)
décroit sur |1, 4o00[ et elle tend vers 1 en 1. Donc pour
tousxz > 1letn > 2,

1
R,(0)| < ——.
[ Fn ()] < In(n + 1)
Ce majorant ne dépend pas de x et tend vers 0 avec n,
donc la suite de fonctions (R, )n>2 converge uniformé-
ment sur [ vers la fonction nulle, ce qui signifie que
la série de fonctions ), -, f, converge uniformément
sur /.

CONVERGENCE NORMALE SUR I. Soit n > 2. La
fonction f,, est €' sur I et pour tout = > 1,

1—nlnx
gntllnn’

ott on voit que f/ > 0 donc f, croit sur [1,e'/™],
et f! <0 donc f, décroit sur [e!/", +oo[. Et comme
fn 20,

1
enlnn’

1fallle = Fale!/™) =

Pour étudier »_, -, 1/(nlnn), faisons une compa-
raison série-intégrale. La fonction ¢ — 1/(¢tInt) dé-
croit clairement sur [2, +oo[. Donc pour tout n > 2,

1 /"“ dt
> —.
nlnn " tlnt

Pour tout N > 2, en sommant pour les n € [2, N],
1
> i 2
nlnn

/n+1 dt /N+1 dt
~= ~J), tint J,  tlnt

=Inln(N+1)—Inln2 —— +o0.
n—-+4oo

N N

Ou lon voit que }_, -,1/(nlnn) diverge, donc

Zn>2||fn||£o diverge et Zn22 fn me converge pas nor-
malement sur I.

CONVERGENCE NORMALE SUR TOUT INTERVALLE
[a,+0o0[ OU @ > 1. Dans I’étude précédente, on a vu
que || fn||L est atteinte en e'/™ et la suite (e!/™) tend
vers 1. Alors il est judicieux de s’écarter de 1.

Plagons-nous sur un intervalle [a, +oo[ ot a > 1.
Comme e'/™ — 1, & partir d’un certain rang N,
e!/™ < a, donc f,, décroit sur [a,b] et

Ifalll >l = fu(a).
Or 3,5, fn(a) converge donc Zn>N||fn||<[§2+°°[

converge et la série de fonctions ), -, f,, converge
=
normalement sur [a, +o00].
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PERMUTATION. On voit que la série des fonctions

cos(nx
fm:R—=R, z+— g
n?—1
converge normalement sur R car
1 1

1 £all =

et la série de Riemann ) 1/n?
d’apres le théoreme de la double limite,

~ J—
2—]_ n—4o0o TL2

+oo
. Cosnx cos(nx) 1
;lli% 2n2—1 Ziao n?—1 72n2—1'
CALcUL. Pour N € N,
SR S
—n2-1 ~2\n-1 n+l
N+1
S10EEE)
n=1
1 1_1_1 1 1 3
+
Ainsi, tim 3 252) _ 3
z—0 n 1 4
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PERMUTATION. Considérons les fonctions

foit— (—1)”ln<1+ n(1t—2|—t2)>

Pour tout ¢ réel, (|fn(t)|)n>1 décroit vers 0 donc

d’aprés le théoréme spécial des séries alternées,

la série de fonctions Y f, converge simplement
sur R. Toujours d’apres ce théoreme, en notant

Ek =n+1 s
R (8)] < [fra1(t)] <

Donc limy, 4 oo || Bn|/%, = 0 et la série Y f,, converge
uniformément sur R. Enfin, pour tout n € N,

Fult) = (—1)"111(1 + i) — 0,

D’apres le théoreme de la double limite,
converge et

1
n+1

> ln

lim
t—+o0

+oo +oo
Do falt) =D =t
n=1 n=1

CALcUL. Pour calculer ¢, il suffit d’évaluer les sommes

partielles d’indices pairs (ou impairs). Soit p € N*.

On a
2p
> by = (lan—1 + Lar)
n=1 k=1
u 1 1
Z(ln( _1>+ln(1+2k))
k=1

converge. Alors,

2|4

2k—1 )2k + 1)
)2

k=1
(

2k—1)) (2p+1)>
— o (

(ITr=1 (2K))?
Ainsi, en utilisant la formule de Stirling,

)
(=)

:il(

)

—_

n

20)2p+1
22p(p!)2

li =1
i f =to
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Pour tout n € N*, posons

_1\n—1
R — R, z}_}(l)in.
22 4+ n?

fn:
Comme les f,, sont paires, étudions-les sur R, .

o Ces fonctions sont de classe €' sur I. Pour tout
z>20etn>1,
fo(x) =

(-1 2ng
(22 4 n?)?

o Soit x € R fixé. Utilisons le théoreme spécial des
séries alternées. Clairement, (—1)" f,,(x) ne change
pas de signe et lim, 1o |fn(z)] = 0. Pour étu-
dier la décroissance de la suite (|f.(x)|), posons
gy y/? +2?), de sorte que |fu(@)| = g(n).
Pour tout y > 0,
/ 22 — 42

g (y) - (y2 _'_1,2)2'
Il ’ensuit que ¢'(y) < 0 pour y > || : ainsi, (| fn(2)])
décroit a partir du rang N = ||z|] + 1. Du coup,
> fn(x) converge d’apres le théoréeme des séries al-
ternées, donc »_ f, converge simplement sur I.
o Soient b > 0, z € [0,b] et n € N*. Comme
0<z<bona

2nzx

_2ne  2nb_ 20
(22 4 n?)2

~N

!
fn(x)| = .
o) 2
Or Y 1/n3 converge comme série de Riemann avec
3 > 1. Donc la série de fonctions ) f,, converge nor-

malement donc uniformément sur [0, b].

e Il s’ensuit que f = :2 '\, est de classe €'

sur [0,b]. Comme c’est vrai pour tout b > 0, f est de
classe € sur R,..

e De plus, pour tout x > 0,
= "t ong
Z 332 + Tl2

Et puisque f/(0) = 0, f est de classe € sur R.
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1. Posons f,, :  — z™sin(nzx)/n.

o Pour tout n € N, f,, est de classe ¢! sur |-1,1],
par opérations usuelles.

o Pour tout z € |-1,1], |fn(z)| < |2|™ et D |x|™
converge comme série géométrique de raison |z| < 1
donc Y f,, converge simplement sur]—1, 1.

o Pour tout z € |-1,1],

fn
Soient a € [0,1], z € [—a,a] et n € N* : |z| < a, donc
Ifi(x)] < a"t +a™ < 2a™ 1. Comme a € [0, 1],
S~ a"! converge, et Y f/ converge normalement
donc uniformément sur tout segment [—a, al.
e Alors, f est de classe ¢! sur [—a, a]. Comme c’est

vrai pour tout a € [0, 1], f est de classe € sur |]—1, 1.
e Et pour tout z € |—-1,1],

(x) = 2" sin(nz) + 2™ cos(nx).

—+o0

Z(x”fl sin(nx) + a” cos(nx)).

n=1

f'(=)

2. D’une part, pour tout x € |—1, 1],

Zx" 1sm (nz —Im(Zm" i(ntl)z )

Im< >

E " COS nx

= Re
(i
, sinx +xcosz —x
)= .
(@) 1—2xcosx + 22
D’autre part, en introduisant la fonction

).

2

LT sinx

1—2xcosx + z2’

(5]

T COST — 1‘2

1 —zet®

ace

— geit 1—2xcosx + a2’

donc
2

xsinx

g :x — Arctan (
1 —xcosz

pour tout z € |—1,1],

sinx +xrcosx —x

1N —
g(z) = 1—2xcosx + 22’
donc sur |-1,1[, f" = ¢’. Et comme f(0) = ¢(0),
f=g.
114 MP
1. DEFINITION. Pour n € N, soit f,, : 2 — e %V,

L’ensemble de définition de f est I’ensemble des x
pour lesquels Y f,(z) converge, c’est-a-dire l’en-
semble sur lequel Y f,, converge simplement.

Soit z € R. Si z <0, la suite (f,(x)) ne tend pas
vers 0, done Y f,(z) diverge grossiérement. Si x > 0,
fn(x) < 1/n?, donc Y fn(x) converge.

Ainsi, Y f,, converge simplement sur ]0, +o0c[, donc
f est définie sur |0, 4+o0[.

3|4

CONTINUITE. o Les f,, sont clairement continues sur
10, +o0], par opérations usuelles.

o Soit @ > 0. Pour tout z € [a,+o0][ et n € N,
fu(z) < fn(a) car f, décroit sur [a,+oo[. Or Y fr(a)
converge car a > 0. Donc ) f,, converge normalement
donc uniformément sur [a, +00[.

e Il s’ensuit que f est continue sur tout intervalle
[a, +00] olt a > 0, donc elle P’est sur |0, +o0].

2. Appliquons le théoréme de la double limite.

o On vient de voir que Y f,, converge uniformément
sur [1, +oo[, par exemple.

o Clairement, lim,_, o fo(x)
n > 1, limg 100 fn(z) =0.

e Alors, la série de ces limites converge, ce qui n’est
pas une surprise ici.

e Et en +0o, f tend vers la somme de cette série :
autrement dit,

1 et pour tout

lim
r—r+00

fla) = 1.

3. Faisons une comparaison série-intégrale.

Soit x > 0 fixé. Introduisons la fonction
gz T — e‘w‘/z, de sorte que pour tout n € N,
fn(x) = gz(n). Cette fonction g, décroit sur [0, +o0],
donc pour N € N, on a ’encadrement

N+1 N N
[ awasnmers [ g
0 oy 0
En posant u = x v/, c’est-a-dire t = (u/x)?,

/ e~ Vidt = / e “udu,
0 0

22
et en intégrant par parties,
zVN

VN VN
/ e “udu= {fefuu] Jr/ e “du
0 0 0

—zVNe VN 41— e*x‘/ﬁ,

d’ou
N 2

/ e Vit = = (1 —(zVN + 1)6_””\/N)
0 z?

2

— —.
N—+4+oco X
En passant a la limite sur NV, on a donc

flz) <

2
Pg

2

z—0 {Ez

2
1+?,
d’ou f(x) ~
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1. Counsidérons les fonctions f,, : t — ¢, t"/n!

Comme > ¢, converge absolument, (c,) tend
vers 0 donc elle est bornée, disons par C. Soit [a, b]
un segment avec a < b. Notons M = max(|al, |b]) > 0.
Pour tout ¢ € [a, b],

cp t"

n!

AM

_Jeal "

n!

CM"”
< )
n!

La série Y C' M"™/n! converge comme série exponen-
tielle. Cela entraine que Y f,, converge normalement
donc uniformément sur tout segment de R. Comme
les f, sont continues sur R, f l'est aussi.
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2. Posons g, : t — fa(t)e tet [ =R,

Les gy, sont continues sur I. Pour n € N et ¢ voisin
de +00, |gn(t)| < e ¥/2, ou la fonction t — e~%/2
est intégrable sur I. Donc g, est intégrable sur I.
Comme Y f, converge normalement sur tout seg-
ment de R, elle converge simplement sur R. Alors,
>~ gn converge simplement sur R, donc sur I, et sa
somme est g : t — f(t)e™t, qui est continue sur I,
puisque f l'est. Enfin, pour n € N,

+oo ‘C ‘ +oo
/ |gn (t)|dt = —"/ t"e tdt
0 0

‘Cn‘

I(n+1 .
P+ 1) = el

Or, > |en| converge, donc ZfR+ |gn | aussi.
Alors, la fonction g est intégrable sur I et

“+ o0 +oo “+ o0
/0 t)dt =) /

n=0
c’est-a-dire, d’apres le calcul précédent,

[roru-Ee

e~tdt =
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CONVERGENCE. La fonction f:x+— (t —1)/Int est
continue sur ]0,1[. De plus, limg f =0 et lim; f =1
donc f se prolonge par continuité sur [0, 1], donc elle
y est intégrable.

CALCUL FORMEL. Voici un calcul que l’on justifiera

ensuite.
400 —u
1 1—e
W [Tre
0 u

400 +00 2 \n
@ / Z 7( u) ' e “du
0 =0 (n + 1)

+oo n +o00

®3) (1) / _

p— n ’U.d
ngzoi(n"‘l)! ; u-e U
+oo

@ (=" 5

= 2 In 2.
Z n+1

n=0

|

e “du

JUSTIFICATIONS. (1) Le changement de variable
t = e~% est bijectif et de classe € de ]0,1[ dans
10, +00[, donc les fonctions ¢t — (¢t — 1)/Int et
— (1 — e ™)e " /u sont simultanément intégrables,
respectivement sur |0, 1] et ]0, +00[. La premiere l'est,
donc la seconde aussi et ’égalité (1) est justifiée.
(2) Pour tout = € R, e* = >
tout u > 0,

(D=

n=0

x™/nl, donc pour

+°° n 1 +oo (_u>n
-3 T S S e

4

(4) On reconnait que pour tout n > 0,
+oo
/ e tdu=I(n+1)=
0

et (4) est justifiée.

(5) Nous avons rencontré cette somme dans un
exemple du cours.

(3) Les fonctions f, : u — (—uw)"e */(n + 1)!
sont continues sur 0, +oo[. De plus, les f, se pro-
longent clairement par continuité en 0, donc elles
sont intégrables sur ]0,1]. Enfin, elles sont inté-
grables sur [1,+oo[ car par comparaison usuelle,
fa(u) <usioo 1/u%. On vient de voir que la sé-
rie > f, converge simplement sur ]0, 400 et que sa
somme u — (1 —e™™)e™"/u est continue sur |0, +oo].
Enfin, pour tout n > 0,

I'n+1) 1

+oo
/0 [ fa(t)] dt = m+1)! n+l

Mais Y 1/(n+ 1) diverge et le théoréme de permuta-
tion Y et [ ne s’applique pas.
Alors procédons a la main. Soit N € N. On a

+oo +© (_u)n
/0 7;) (n+1)!
+oo N n

_ (—u)
B / ng (n+1)!

/+oo +oo u)n
(n+1)!

n= N+1

e “du
e “du

e “du.

D’une part, par linéarité de 'intégrale et d’apres le
critére spécial des séries alternées,

/+oo i (—u)"
0o = (n+ 1!
N +o0 n
_ (—’LL) e %du =
B 7;)‘/0 (n+1)! d
+oo
="
n—+oco T;) n+1’

D’autre part, toujours d’apres le critere spécial des
séries alternées,

+oo  too (—u)"
/0 Z (n+1)!

n=N+1

e “du

N
Z n+1

n=0

e “du

+oo +oo _\n
<[]y et
O In=N+1 (n+1)!
Foo | _,\N+1
< / '(u)eu du— L
o (N +1)! N +2
—— 0.
n—-+oo

Alors, (3) est justifiée.



