Corrigés des exercices
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Sans imagination, nommons R chaque rayon de
convergence.

1. Clairement, pour tout n, |a,| < 1. Or le rayon de
convergence de Y 2" vaut 1, donc R > 1.

Comme il y a une infinité de nombres premiers,
la suite (a,) ne tend pas vers 0 donc > a,, diverge
grossierement. Alors R < 1.

Ainsi, R=1.

2. (ay,) est une suite récurrente double. Son équa-
tion caractéristique est 72 = 3r 4 2, de racines
A=1(B+V17)et p=3(3—V17). Alors, il existe
(a, B) € R? tel que pour tout n € N, a,, = aA"+Bu".
On voit que A > 2. Comme Ay = =2, |u| < % < 1.
Or la suite (a,,) tend clairement vers +o00, donc « # 0.
Alors

Ap+1
QAp

Oé/\n+1 +ﬁun+1
= N)\
aA"+ Bun

D’apres la régle de d’Alembert, le rayon de conver-
gence cherché est R =1/A=2/(3 4+ v17).

3. Pour tout n > 1, 1 < a(n) < n. Done, en notant
respectivement R, et R, les rayons de convergence
des séries Y 12" et Y nz", ona Ry > R > Ry. Et
comme R = Rg =1, R=1.

Dans le second cas, on a de méme 1 < a(n) < n?,
donc R =1.

anm<<1+ (jﬁ)) %1/7)
:ln(1+ (?/lﬁ)n) —%m <1+i>

donc

An+1
Qnp

et d’apres la regle de d’Alembert, R = 1.

n——+4oo

5.0naln(l+1/n) ~1/n. De plus, Y 2"/n a pour
rayon de convergence 1, car on reconnait le dévelop-
pement en série entiére de —In(1 — x). Donc R = 1.

De méme, sin(e™") ~ e~ ™, ol l'on retrouve une
série géométrique, donc R = e.

de la treizieme feuille

6. La série est lacunaire, donc on utilise la regle de

d’Alembert avec le z. Soit z # 0 :
2n+3 B (n+1)‘z|2
©2(2n41) no+oo

|
4

2n43 2
A2n41 22n+1

donc d’aprés la régle de d’Alembert, si |2]? < 4, c’est-
a-dire |z| < 2, la série numérique ) a, 2™ converge
absolument, et si 2|2 > 4, c’est-a-dire |z| > 2, " a,, 2"
diverge grossieérement. Par définition, R = 2.
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1. RAYON DE CONVERGENCE. Pour tout z réel,

cos(nd)
n!

n| o 2"

X 1
mn.

ou 'on reconnait le terme général de la série expo-
nentielle en |z|, donc elle converge absolument. Par
définition, le rayon de convergence vaut donc +oco.

SOMME. Soit x € R. Cette somme est la partie
réelle de

too ein@

xTr =

n!
n=0

X cos(nb) <0
donc Z ——a" =" cos(xsinb).
n!

n=0

1
2. RAYON DE CONVERGENCE. Comme ————
2n(2n —1)

est une fraction rationnelle en n, le rayon de
convergence cherché vaut celui de la série entiere
S (—1)" 22", qui est une série géométrique de raison
—x2, donc qui converge si et seulement si |—22| < 1,
c’est-a-dire si |z| < 1. Ainsi, le rayon de convergence
vaut 1.

SOMME. Voici deux calculs de la somme.

Primitivation. On reconnait la somme de cette
série entiere comme une primitive de

+o00 oan—1 +oo 2n+1
X X

§ _1 n — E _1 n+1

n:l( ) 2n—1 n:O( ) 2n+1

= — Arctanz.

Done, pour tout x € ]—1, 1], en intégrant par parties,

—+o0

2.

n=1

(71)”562“ /30
7%~ [ Arctant
2n(2n—1) ; rctan tdt

[tA £ tr+/z tdt
= — rcrtan —_—
0 0 1+t2

1
= —z Arctanz + 5 In(1 4 2?).
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Décomposition. En utilisant les développement en
série entiére usuels, pour tout z € |—1,1],

“+o0 “+o0
(71)”“%2“ . n 1 1 n
nz::l on2n—1) z_:l(*l) <2n 1 2n) v

+oo 22
:_xz_:l(_ nl?n—l Z

= —z Arctanz + 5 ln(l + z2).

2)77,

3. RAYON DE CONVERGENCE. Notons R le rayon
de convergence cherché et a,, = sin(nn/3). Comme
lan| <1, R > 1. Mais la suite (ay) ne tend pas vers 0,

donc la série Y a, diverge grossiérement et R < 1.

Ainsi, R=1.

SOMME. Posons w = ¢'™/3 de sorte que pour tout
n €N, a, = Im(w"). Pour tout x € |—1, 1],

+oo +oo 1
anx™ =1Im w'z™ | =Im
2 2 (=)

=t (o)
sin(r/3) V3z

- 1—2cos(m/3)x +x2  2(1—ax+22)

o1
(Qn)'\m’or

x
le rayon de convergence de Z — vaut 400, donc le
n!

4. RAYON DE CONVERGENCE. On a

rayon de convergence cherché, qui lui est supérieur,
vaut aussi +o0.

SOMME. Le développement proposé ressemble a celui
de ch. Plus précisément, si x > 0, 2 = (/7 )2, donc

too " too T )2
n=0

o 2n)! (2n)!

Etsiz <0, 2 = —(v/—)2 donc

+oo " +oo  \n —r 2n
P I T ]

|
= e (2n)!

Finalement,

o= _ Jeh(va) siz >0,
Z(2n)!_{cos(ﬁ) siz <O0.

n=0

5. RAYON DE CONVERGENCE. Le rayon de conver-

gence est le méme que celui de la série > a™, c’est-a-

1
dire 1, car R+ ) @nt 1) est une fraction ration-

nelle en n.

SoMME. Notons f la somme. Décomposons en élé-
ments simples : pour n > 1,
1 1 N 1 4
nn+1)2n+1) n n+l 2n+1°

2

8

Pour z € ]—1 1],
" +oo "
nzl Zn—Fl Zlm

On sait que

Z—n* In(1 — x).

Sixz#0,
too " too gt +°O$n
;n+1:7zn+1 5;?

:%(—ln(l—x)—x)z—%ln(l_x)_

Siz >0, 2= (y/7)? donc

+oo n +o0 n n
DA L CR z ey
—2n+1 — 2n+1 f 2n+1

Par ailleurs, si v € |—1, 1],

+oo +oo +oo
u2n+1 un u2n

= 2n+1 = n = 2n

—ln(l—u)—u—i—%ln(l—uQ)

_ 1 1—u? _ 1t
ot YT 2Ty

— u,

donc
f a1 lnl—i-\/f_l
:12n+1 2y 1—y/z

Enfin, siz <0,z = —(\/—gc)2 donc
+o00 )n

ZQn—&—liZ 2n+1

L NS g Ve
2.(-1) 2n+1

Et si u € ]—1,1],

+§ u2ntl Z y2nt+l
n=1
= Arctanu —u,
donc
+oo n

; = \/1_7 (Arctan(v=z ) — v=7)

1
= New (V-x)—1.
Finalement, f(0) =0. Si z > 0,
flx)=3- ln(l —x)— 1ln(l —x)

o2, 14VE
\/5 T

Et si z <0,
fx)=3—-In(1l —z) — %ln(l —x)
- \/%Arctan(\/jx).

1.



CORRIGES DES EXERCICES

6. RAYON DE CONVERGENCE. La suite (F},) suit une
récurrence double, dont I’équation caractéristique
r? —r —1 = 0 admet pour racines ¢ = % (1 + /5)
et = 3 (1 —/5), donc il existe (o, 8) € R? tel
que pour tout n € N, F,, = a¢” + p". Sans
difficulté, avec Fy = F; = 1, pour tout n € N,

E, = %((anrl —" ). Comme || < 1, pour n € N,
Fn+1 §0n+2 _¢n+2
’ Fn = @n+1 _¢n+1 n— 00 12

donc d’apres la reégle de d’Alembert, le rayon de
convergence est 1/ = —p (car ¢ p = —1).

SOMME. Nommons f la somme. Soit € |5, —@].
Pour tout n € N, partant de F,42 — Fj,11 — F, =0,
ona F, 02" — F,,12"2 — F,2"*2 = 0. En som-
mant, sachant que Fp =0et F}; =1,

+oo +oo “+o0
0= E Foio "t g E Fo = g2 E EF,x"
n=0 n=0 n=0

+oo +oo “+o0

= Zan” foan” foZFnz”
n=2 n=1 n=0

= f(2) =2 -z f(z) —2® f(2),

N T
d’ou f(l') = m
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1. Introduisons la fonction auxiliaire
“+o0 .’L’3n
IS
|
“— (3n)!
de sorte que la somme cherchée vaut f(1), a condition
que cela ait un sens, bien-siir.
Cette fonction est somme d’une série entiere la-

cunaire. Pour trouver son rayon de convergence R,
utilisons la regle de d’Alembert, avec le z. Si z # 0,

x3n+3 an |£C3‘
‘(3n+3)! / Bn)!|  Bn+3)Bn+2)(3n+1)
— 0,
n—-+oo

donc Y a3"/(3n)! converge pour tout x € R, et
R = +4oc0. En passant, f(1) a un sens et la série
de I’énoncé converge.

Comme somme de série entiere, f est €>° sur R et
on peut la dériver terme a terme : pour tout =z € R,

+00 p3n—1 too 3n—2
/ = —_— t " == - -
F@=2 G @ 2 (B3n—2)!
n=1 n=1
Alors on voit que
f@)+ f(2) + f(2)
too  3n too 3n-1 too 3n—2
x x x
T L@y ; Bn-1) ; 3n—2)!
+o00 s .
= — =e".
n!
n=0

3

DE LA TREIZIEME FEUILLE

8

Comme f(0) =1 et f/(0) =0, f est donc I'unique
solution du probleme de Cauchy

y'+y +y=e¢’,
{yw) —1, y/(0) = 0.
Sans difficulté, les solutions de I’équation homogene
s’écrivent
z e "2 (a COS(§ x) + ﬂsin(§ 7)), (o, B) € R2.

Et z — %ez est solution particuliere évidente de

I'équation complete. Donc il existe (a, 3) € R? tel
que pour tout z € R,

f(@) = S + e (acos(Pw) + Bsin(* 2)).

Avec les conditions initiales, on obtient finalement
que
1 2 —x/2 3
flz)=3e"+35e e/ cos(%x).

Alors, la somme cherchée vaut

+oo
> (32), =f(1)=Lte+2e 2 cos(%).
n=1 ’

2. Introduisons la fonction auxiliaire
+oo

fizw Z

n=1

de sorte que la somme cherchée vaut f(1), si cela a
un sens.

Cette fonction est somme d’une série entiere. Trou-
vons son rayon de convergence R avec la reégle de
d’Alembert : pour tout n € N*,

nxnfl

(1+20)"

n+1 n
(14 24)n+1 (1+2¢)»
n+1 n—+1 1

T nl+2i]  nyB noteo B
donc R = /5. En passant, 1 < R donc f(1) a un sens
et la série de I’énoncé converge.
D’apres les propriétés des séries entieres, on recon-
nait que f est la dérivée sur |—R, R[ de la fonction

n

+oo
x
LT —_.
g:-x nEZO (1 +2i)n

On voit que g est la somme d’une série géométrique
donc pour tout z € |-R, R|,

1
g(x) = .
1424
et 1 1
i () —
10 =00 = g e
< B 1+2¢)
Alors, la somme cherchée vaut
io "= 1+2i 1 i
— (1+2)n (24)? 4 2



CORRIGES DES EXERCICES DE LA TREIZIEME FEUILLE

3. CONVERGENCE. La série converge car

1 1
(n+1)(n+2)2n =20

X

et la série géométrique > 1/2™ converge car 5 € [0, 1].

SOMME. Nommons S la somme. On a

=101 1
S:nz_%%(n—kl _n+2>
+o00 1 +00 1
:;(nJrl)Q" _;(Twz)zn
00 1
—253555‘ 2 o
:72ZW+2

:21n(1—§)+2—2—21n2

ou ’on a reconnu le développement en série entiere
usuel de z +— In(1 — z).

1
72 =
)
CONVERGENCE. Tout d’abord, a,, ne s’annule jamais.
D’apres la regle de d’Alembert,

(n})?

4. Pour n € N, posons a,, = @)

. on+1 1
2(2n+1) n—+oo 4

an+1
Qn

<1,

et la série converge absolument donc converge.

SOMME. Démarche. Nommons S la somme. Pour
la calculer, introduisons une fonction auxiliaire f,
somme d’une série entiere, telle que par exemple
S = f(1). Ensuite, déterminons une relation de ré-
currence entre les a,. Utilisons-la pour trouver une
équation différentielle dont f est solution. Résolvons-
la pour expliciter f. Et le tour est joué!

Fonction auxiliaire. Introduisons la fonction

TR U ()
f:J;»—>Zanx :Z(2n)! ,
n=0 n=0

de sorte que S = f(1). Cette fonction est arbitraire,
mais il est préférable d’utiliser 2™ plutét que z™, car
I’objectif est de dériver f, et ce sera plus facile ainsi.

Rayon de convergence. Cela dit, la série entiére est
alors lacunaire, donc il convient d’utiliser la regle de
d’Alembert avec le z. Si x # 0,

2(n+1) 2

n—+1 T

T2@n+)”

Ap+1T 9

Qp, l‘2n n——+4oo 4 ’

Si 22/4 < 1, clest-a-dire |z| < 2, la série entiere
converge absolument; et si 2%2/4 > 1, c’est-a-dire
|z] > 2, la série entiere diverge grossiérement. Par
définition, le rayon de convergence cherché vaut 2, et
la fonction f est définie sur |—2,2[. C’est raisonnable
puisqu’on a choisi f de sorte que S = f(1).

418

Relation de récurrence. Pour n € N, clairement
(R) 22n+ Dapy1 = (n+1)ay,
comme on le voit d’apres le calcul pour la convergence.

Equation différentielle. Soit = € ]—2,2[. Jouons
avec les indices. Comme ag = 1, on a

+oo “+o0o
x) = Zanm% =1+ Zaon
n=0 n=0

Puisque 'on peut dériver la somme d’une série entiere
terme a terme,

2n+2

+oo +oo
= Z 2na,z?" ! = Z(2n +2)ant1 22T
n=1 n=0

Nous tenterons de reconnaitre ces expressions dans
les calculs suivants.
Multiplions la relation (R) par x

212n 4+ 1) a1 22" = (n+1)a, 22"+

2n+2 pour n € N,

Alors en sommant, ce qui est possible puisque grace
aux expressions de f(z) et de f’(x), les rayons de
convergence des séries entieres manipulées valent
tous 2, on a

+oo
2 Z(Qn + 1) ap 2?2 = Z(n + 1) an 2*" 2,
n=0
D’une part,
400
2(271 + 1D ans1 22 t2
n=0
2n+2

+00 T
=3 2n+2)ap12”" = annw
n=0 n=0

—+oo —+oo
=z Z(Qn +2) a1 22T — Z Uy 2272
n=0 n=0
— o f ()~ (f(x) ~ 1).
D’autre part,
+oo
Z(n + 1) ay, 2?2
n=0
“+o0 “+o0
= Z na, 2" + Z a, x2"t?
3 I
= —ZQna 2l +x2Zan
xg / 2
= ?f (z) +a° f(x).
Alors,
3
x
2a f'(w) = 2(f(z) = 1) = 5 f'(=) + a? f(x),
ou encore
z(2? —4) f'(z) + 2(a® + 2) f(z) = 4.

Ainsi, f est solution sur |—2, 2[ de ’équation différen-
tielle

(E) r(x? —4)y +2(2* +2)y = 4.
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Résolution de (E). Commencgons par la résoudre
sur I; =]—-2,0[ ou I3 = ]0,2[. Les autres intervalles
possibles ne nous intéressent pas car on cherche f.

Soit k € {1,2}. Pour tout z € I,

2 +2 3 3 1

x(z2 —4) B 2(x—2)

Jr2(:13—|—2) x

donc

3 1 3 1
:11n|x2—4|—§ln|x|zzln(4—x2)—§ln|x|.

3 3 1
dx:Zln|x—2|+zln|x+2|—§ln|x|

Alors, ’ensemble des solutions sur I de ’équation
homogene associée a (E) est engendré par la fonction

242
= exp _3 In(4 —2%) +Inljz| ) = ¢
2 (A= a2

Puisque f est solution de (E) sur |—2, 2], elle l'est
en particulier sur I5. D’apres la méthode de variation
de la constante, elle s’écrit alors sur I,

f(@) = as(z)

x
(4 — z2)3/2
ou as est une fonction dérivable sur I5. En reportant
dans (E),
2 ’ € N
c’est-a-dire
, R
T
Alors, en primitivant par parties, ce qui est permis
puisque les fonctions en jeu sont de classe €' sur Iy,
N/ )
as(x) = —4/ %dm
T
4 — x2 1
RCE Y (R
x V4 — 2?2
V4 — 2 1/2
gAY,
z V1= (2/2)?

V4 — x?
x

=4 +4Arcsin§+52.

Ici, il ne faut pas oublier la constante d’intégration s,
car nous cherchons spécifiquement f, et nous ne sa-
vons pas encore quelle constante conviendra. Ainsi,

_4 x Arcsin(z/2) + V4 — x2 5 x
- (4 — 22)3/2 T b2 (4— 22)3/2
Sur le méme principe, f est solution de (E) sur I;.

Comme le signe de = n’est pas intervenu dans les
calculs précédents, sur I; on peut écrire

Arcsi 2) +v4 —2a?
f(z):4x rCSI?f:_/x)Q)s/z - + 61 (4_;)3/2'

Plutot que de tenter un recollement fastidieux,
disons simplement que f est une fonction paire, ce

/()

5

8

qui est le cas de la premiere partie des expressions
ci-dessus, mais pas des termes qui contiennent les
constantes. Ainsi, 51 = 2 = 0 et sur |—2, 2],

f) = 4 x Arcsin(z/2) + V4 — :c2'

(4 — 22)3/2
Somme. Finalement,
Arcsin(1/2) +v3 27 4
= 4 = —|— —-.
V3 9v3 3

5= 1)

Epilogue. Ouf!

120
Sans imagination, nommons f chaque fonction.
1. Dérivons f. Pour tout xz € R,

2z +1
/ p—
@) = 1+ 2+ 22
Posons j = e2"/3 et décomposons en éléments
simples : sachant que 52 = 1l et 1+ 5+ j2 = 0,
on a
2x+1 1 1
"(z) = ‘ = -+ .
= e—m "a-iTo=p
_ 1 1
j(—j2z) j2(1—jz)

Cette derniere écriture a été choisie pour les dé-
veloppements en série entiére qui suivent. Comme
l7] = |72 = 1, ils ont pour rayon de convergence 1 :
pour tout x € |—1,1],

“+o0 “+oo
==Y P =iy ()"
n=0 n=0

= = 2nm
— "4 2 = =2 cos <> z".
7;)(] 7" T; 3

Alors f admet un développement en série entiere,
également de rayon de convergence 1, qui s’obtient
en intégrant le précédent terme a terme : pour tout
x €]-1,1],

f'(z)

ou 'on n’a pas oublié la constante d’intégration qui
vaut f(0) =0.

2. Comme primitive de la fonction z — 1/v/1 — 22, la
fonction Arcsin est développable en série entiére sur
]—1, 1[, donc son carré f = Arcsin® D'est aussi. Pour
trouver son développement en série entiere, cherchons
une équation différentielle vérifiée par f. Elle est de
classe €2 sur |—1,1[ et pour tout x € ]—1,1],

_ 2 Arcsinw 2 2z Arcsin x

f'(x) Nl f(x) (1—a2)3/2

Alors, f est solution sur |—1, 1] de I’équation différen-
tielle

(E)

1 — a2

1—2)y" —zy =2.
Cette équation est du premier ordre en 3’, donc il
vaut mieux chercher le développement en série entiere
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de f’. Comme f’ est impaire, on peut écrire, pour
€1]-1,1],

—+oo
_ § an ‘T2n—1’
n=1

+oo
f(x) = Z(?n —1)a,z°"2.
n=1
En reportant dans (E), pour tout z € |—1,1],
+o0 foo
Z(2n —Da,xz*"? - Z(Qn —1)an2z*"
n=1 n=1

+oo
— g a, 2

n=1
Translatons 'indice de la premiere somme, et regrou-

pons les suivantes :
+oo

Z(Qn +1) aon

n=0

Z Znan

+oo
— a; + Z((2n +1)aps1 — 2nan) 22" =92
n=1
Par unicité du développement en série entiere de
la fonction x — 2, a3 = 2 et pour tout n > 1,
(2n+1)an+1 —2na, = 0. Donc pour n > 0,

u 2n—2 _2n—2 2n—4a

" o1t T 9 1 232
2(n—1)2(n—2)---2 2t (n—1)!)2

= a1: 2
2n—-1)(2n—-3)---3 (2n—1)!

En intégrant, sachant que f(0) = 0, pour tout
€1]-1,1],

Zan 2n Z 22n 1 TL— 1) x2n.

Le rayon de convergence vaut bien-str 1.

3. Tout d’abord, on voit clairement que f n’est pas
définie en 0. Mais, pour = proche de 0,

2
f(m):;<l+m2—

donc f se prolonge par continuité en 0 en posant
f(0) =1, ce que l'on fait dorénavant.
On peut écrire, pour x # 0,

fo — 9% ()

2
T
ot g : u— /1 + u. On sait que pour u € |—1,1],

o) =3 (1)

7

i

donc si x # 0,
o= 5(E( ) S (1))
+00 =

1/2 n
_x22<2n/+1) ey = 2;

1
/2 x4n.
= 2n+1

(1 - 3322) + 0(x2)> = 1+0(1),

6

8

Constatons que puisque f(0) = 1, ce développement
est valable sur tout ]—1,1[. Bien-siir, le rayon de
convergence vaut 1.
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Cherchons les solutions développables en série en-
tiere de cette équation différentielle (E).

ANALYSE. Soit y(z) = 325 o @n =™ une solution déve-

loppable en série entiere de (E) : on a

AM

+oo

y'(x) = Z(n +1)ant1z",
n=0
“+o0

y'(z) = Z(n + 1) napg et

n=1
En reportant dans (E), on obtient :

+oo +oo

Z(n +1)napi12™ +3 Z(n + D apyrz”
n=1 n=0
+oo
—4 Z ap 2" =
n=0
+oo —+oo
= Z(n +Dnapt12™ +3 Z(n + Dappqz”
n=0 n=0
+oo
—4 Z ap_3x" =
n=3
<~ 3a; + 8asz + 15a3 22
—+oo
+ Z[(n +1)(n+3)ant1 —4ay—3]z" = 0.
n=3

Par unicité du développement en série entiere de 0,
cela équivaut & a1 = as = az = 0 et pour n > 3,

m+1)(n+3)ant1 =4an—3

donc pour p = 0, agpy1 = Gapt2 = Gapy3 =0 et

- Q4p—4 _ ag
" (2p+1)(2p) (2p+1)!
Final t, =
inalement, y(x CLOZ @p +1
400 24P
SYNTHESE. Soit T —_
v Z @p+ Dl
Pour x # 0, p=0
x4p+4 $4p
‘ (2p + 3)! / (2p+1)! ’

1,4

= 0
(2p+3)(2p+2) nodtoo

donc le rayon de convergence de cette série entiere
est +00 et @ est solution de (F) sur R.

FIN DE LA RESOLUTION. Notons I 1'un des intervalles
R* ou R%. Sur [,

)271+1

xQZ (2n+1)! -

bh(xQ)
2
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Alors, on imagine que ¥ : © — % est également

solution, ce que 'on vérifie aisément. Finalement,
Pensemble des solutions sur I de (E) est

sh(z?)

{w—)a u +ﬂch(x2)

- (a,B) € RQ.}

X
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Supposons que I’équation (1) admette une solution
y développable en série entiere de rayon de conver-
gence R non nul. Alors, pour tout = de |-R, R|,

+oo +oo
Yy = Zanxn, y/ = Z(ﬂ, + l)an_,_lx”
n=0 n=0
+o0
y" = Z(n + D) nay et
n=1

En reportant dans I’équation (1), on obtient

+oo +oo +oo
Z(n+1)nan+1x"+2(n+1)an+1x"+z apx"™ =0,
n=0 n=0 n=0
ce qui donne a1 = _(7117”1)2 pour tout n > 0. Par

=
(nhz °

=0, le rayon de convergence de

une récurrence immédiate, on en tire a,, =

lim ia
n—-+oo (o7
la série > a, 2™ est R = +oo.

Ainsi, ’équation (1) admet des solutions dévelop-
pables en série entiere sur R. Ces solutions s’écrivent

S D
SD::EHGOZW:E .
n=0

Comme
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1. La fraction f se décompose sous la forme

a b c
J(@) = el Ty

En multipliant cette égalité par 3 — x et en faisant
z =3, on obtient a = +-. En multipliant par (z + 1)
et en faisant x = —1, ¢ = %. Enfin, en multipliant par
z et en faisant tendre x vers 400, —a + b =0, d’ou
b= {5. Ainsi,

1 1 1
- 16(3 —x) + 16 (z + 1) +4(x+1)2'

f(x)

Sur ]—1, 3[, f est continue donc elle y admet des
primitives. La seule qui s’annule en 1 est définie pour
tout = € ]—1, 3] par

DE LA TREIZIEME FEUILLE

8

2. En utilisant les séries géométriques usuelles, pour
tout z € |—1,1],

B 1 n 1 1d 1

S A8(1-%) 16(1+a2) Adz\l+az

+oo

f(x)

1 =X 1

7 7 + . (_1)'IL n
48 = 3 16 ~—~

+oo
1
- > (=" (n+1)a"
n=0

1 &E
7% gn+1

n=0

+(=1)"(4n + 5))x"

an
Et comme ce développement n’est valide que pour
x € ]—1,1[, son rayon de convergence est 1.

3. La fonction G est développable en série entiére et
pour tout z € |—1,1],

1 +oo $n+l
G(z) = G(0) + ¢ n;an —

Comme ce développement en série entiere est aussi
la série de Taylor de G en 0, le coefficient de x2 est

G®)(0) _loay
31 16 3’
d’ou . "
GV = =g —
GRO0) =g =15
124 CCP

1. Oui, c’est classique, par exemple avec un équivalent
de sinus en 0.

2. A vrai dire, f est méme de classe €°° sur R. En
effet, pour tout = # 0,

1 +oo x2n+1 +oo x2n

T)=— )= -

/(@) xz( ) 2n+1)! Z( ) 2n+1)!
n=0 n=0

et ce dernier développement est encore valide en 0,
donc f est développement en série entiere sur R, d’ou
sa classe €°°.

Alors F est de classe € sur R, comme primitive
de la précédente.
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1. Pour commencer, vue la définition de .S, disons
que N est a valeurs dans N*.
Soit t € [—1,1]. Par définition,

“+oo
Gs(t)=>_ P(S=k)t".
k=0

Par ailleurs, d’apres la formule des probabilités
totales, pour k € N,

P(S=k) = +§P(S=k|N=n)P(N:n),

n=1
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car bien-sir, la famille (N = n),>1 est un systéme
complet d’événements. Alors,

“+o0 [/ 400
Gs(t)_z< P(S_k|N_n)P(N_n)>tk
o0 400
— Z(ZP(S:MN:n)P(N:n)t’“).
k=0 \n=1

Grace a ces calculs, sachant que le rayon de conver-
gence de Gg est supérieur ou égal a 1, on en déduit
que pour tout k£ > 0, la famille

(P(S:k|N=n)P(N:”)tk)n>1

est sommable, et que la famille

<+§P(S:k|N:n)P(N:n)tk>

=z

I’est aussi. Donc le théoreme de Fubini s’applique et
permet la permutation suivante :

“+oo [/ 400
Gs(t)_z< P(S_k|N_n)P(N_n)t’“>
n=1 \ k=0
—+o0 +oo
:Z< P(S:k|N:n)tk>P(N:n).
n=1 \ k=0
En outre, pour n > 1,
400 400 n
> P(S=k|N=n)th= ZP(ZX]» = k:)tk
k=0 k=0 j=1

=Gyy, x,(0) = [[Gx, () = (@x ()",
j=1

car les X; sont indépendantes et suivent la méme loi
de fonction génératrice G x. Donc

“+oo
Gs(t) = P(N =n)(Gx(t))" = Gn(Gx(t)),

n=1
d’ou GS = GN o Gx.

2. Alors, puisque N et les X,, admettent une espé-
rance, G et Gx sont dérivables en 1, donc Gg aussi,
par composition, donc S admet une espérance et l’'on a

E(S) = Gs(1) = Gx (1) Gy 0 Gx(1).

Or G'x(1) = E(X4), puisque Gx est la fonction gé-
nératrice de X;. De plus Gx (1) = 1, par définition
d’une fonction génératrice, donc

N oGx(1)=Gy(1) = E(N).
Finalement, E(S) = E(X;) E(N).
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1. Soit n € N. D’une part,
P(X<n)=) P(X=k=)e
k=

0 k=0

8

8

D’autre part, en intégrant par parties,

1 [T
- et dt
n: A
1 + 1 “+o0
= {—e‘tt”] \ ] e tnt"ldt
. . )\
P 1 Hoo
=M o — et lde.

Bien-siir, cette intégration par parties est licite : en
effet, la fonction t — e~t % est continue et intégrable
sur [\, +oof car e % <, e~ /2, donc les deux in-
tégrales ont un sens, ou a vaut respectivement n et
n—1; alors le crochet en a un aussi. Et I’égalité prouve
la transmission d’une récurrence dont l'initialisation
est évidente :

l e e t0dt=e = )\—0
ol Jy o
Ainsi,
1 oo —tyn = - A"
a N e t dt = kz_o e F
et donc
1 [T
P(X <n)= —'/ e " dt.
n: A

Les éveénements (X < n) forment une suite crois-
sante dont la réunion est I'univers, donc d’apres le
théoreme de la continuité croissante,

+oo
(U (X@)) = P(X(22)) =1.

n=0

lim P(X<n)=P

n—-+oo

Alors,

1 [T
lim —/ e tthdt =1,
n—-+oo n! A

ce qui signifie que

400
/ et dt ~ n!
A

2. D’apreés le cours, pour tout t € R, Gx(t) = ert=1)
OnaGx(1)=1et Gx(—1) =e 2N
Alors, la probabilité que X soit paire est
“+o00 —+oo
P(X € 2N) :P(U(X = 2n)> =Y P(X =2n)
n=0 n=0
+oo 2n
A
= Z e 5l = e ch(\)
= (2n)!
14 Gx(l) + Gx(-1)
2 N 2 '

3. D’apres la formule des probabilités totales,
P(XY e2N)=P(XY e2N|Y =1)P(Y =1)
+P(XY €2N|Y =2)P(Y =2)

1 1
=P(X €2N)5 +1-

34+ 3Gx(1)+Gx(-1)
N 1 '



