Corrigés des exercices de la quatorzieme feuille

127 ENSEA

Notons E = R[X]. Soit P € E. Pour n € N,

n 1 n 1
<|fy POt dt] < [y 1P@)[endt < [ |P()]|dt,

donc la borne supérieure existe et est positive. L’ap-
plication N : E — R est bien définie.

Soit P 6 E tel que N(P) = 0. Alors, pour tout
n €N, fo t)t™dt = 0. Comme P est comblnalson li-

néaire de monomes, il s’ensuit que fo P(t)dt = 0.
Comme P? est continue et positive sur [O7 1, P=0
sur [0,1], donc P = 0 comme polynéme. Ainsi, pour
tout P # 0, N(P) > 0.

Soient P € FE et A € R.

N(\P) = SuanN|f01 AP(t)t™ dt|
— sup, M| f; P(t) ¢ d
— I\ sup,exl fi POt = A N(P).
Soient P et Q dans E et n € N. On a
o (P(t) + Q) " df
|k w&+k (t)t™de|
<|fy P At + | Q(t)t™ dt|
SN(P)+ N(Q),

donc N(P + Q) < N(P)+ N(Q).
Finalement, N est bien une norme sur F.
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Constatons d’abord que 1’écriture du polynéme
a un sens : comme les coefficients de P sont nuls &
partir d’un certain rang, la somme est en réalité finie.
Mais I’écriture est confortable car elle ne nécessite
pas de connaitre le degré de P.

NORME N;. x Soit P € E. L’écriture de Ny (P) re-
présente une somme finie, donc elle a un sens, et
N;(P) est positive.

% Si P = 0, bien-siir, N1(P) = 0. Réciproquement,
si N1(P) =0, Zn 0|(ln| = 0. Comme il s’agit d’une
somme de réels positifs, ils sont tous nuls. Cela signifie
que les coefficients de P sont nuls, donc P = 0.

x SiAER, on a
Ni(AP) = Y% Nay,| =

= A Zi5lan] =

+ Enfin,si Q=Y"2b,X" € F,

P+Q =3 2(an +by) X",

oA fan]
I\ N, (P).

donc
Nl(P+Q) = :i%|an+bn|~
Or pour tout n € N, |ay, + b,| < |an| + |by|, donc
nolan +bal < rlan] + (bl
= Y Z0lan] + 325 lbal

d’ott N1(P + Q) < N1(P) + N1(Q).

*x Finalement, N; est bien une norme sur F.

x  Redisons-le : toutes les sommes manipulées étaient
finies, donc leur existence était acquise.

NORME N. * Soit P € E. Comme il n’a qu’un
nombre fini de coefficients éventuellement non nuls,
ils sont majorés et la borne supérieure est bien définie,
qui est d’ailleurs un maximum. Et Ny (P) a un sens
et est positive.

* Si P = 0, Noo(P) = 0. Réciproquement, si
Noo(P) = 0, cela signifie que la plus grande valeur
absolue des coefficients de P est nulle, donc les autres
le sont aussi, et P est nul.

* SiAeR,
Noo(AP) = sup,en|Aan| = sup,en|Al|an|
= [Alsuplan| = [A| Noo(P).
neN

* Enfin, si Q = :Lri% b, X" € E,

Noo(P + Q) = sup,en|an + bnl.
Or, pour tout n € N,

|an+bn| |an|+|b | (P)+N (Q)

Cela signifie que le nombre Ny (P) + Noo(Q) est
un majorant de ’ensemble des coefficients |a,, + by |,
donc il est plus grand que la borne supérieure de
cet ensemble, qui en est le plus petit des majorants.
Autrement dit,

su§|an +bn| € Noo(P) + N (Q),
ne
ou encore, Noo(P + Q) < Noo(P) + Noo (Q).

x Finalement, N, est bien une norme sur F.

x  Redisons-le : toutes les familles de coefficients ne
comportaient qu’un nombre fini de coefficients éven-
tuellement non nuls, donc les bornes supérieures exis-
taient bien.

129 Cs

1. Soit f € E : f est de classe €2 sur [0,1] donc
f"+2f"+ f est continue sur [0, 1] ; comme telle, cette
fonction est bornée et atteint ses bornes. Alors sa
norme infinie est définie :

N(f)=If"+2f + fll

est bien définie. Avec cette expression, on voit que
pour tout f € E et tout A € R, N(Af) = |A|N(f).
Et par linéarité de la dérivation, pour tout g € F,

N(f+9)=I(f"+2f + )+ (" +29 +9)ll

S +2F 4 fllo + 19" + 29" + gllo
= N(f)+N(9)
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Enfin, si N(f) =0, f vérifie

"2+ f=0,
f(0) =0, f'(0) =0.

Il s’agit d’un probleme de Cauchy : il admet une
unique solution, d’apres le théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Comme la solution nulle est évidente, c’est
la seule : f = 0. Ainsi, N est bien une norme sur E.
2. Comme f € E, h est de classe 2 sur [0,1], et
pour tout t € [0,1], A'(¢t) = (f'(t) + f(t)) €' et
R'(t) = (f"(t)+2f(t)+ f(t))e'. En passant, h(0) =0
et h'(0) = 0. En appliquant & h la formule de Taylor
avec reste intégral a l'ordre 1 en 0, on obtient

h(t) = h(0) + th'(0) + /Ot(t —u) R (u)du

= /Ot(tu) B (w) du.

3. Soit f € E. Pour majorer || f||, majorons |f(¢)|
pour ¢t € [0,1]. On a

0] = )] = | [ (¢ =) () du

<ot / (t = u) [/ () +2 () + £ ()] "
0

¢
< e_tN(f)/ (t—wu)e"du
0
— N (-1 1)
=N(f)(1 —et —te™?).
La fonction t — 1 — e™! — te~t est clairement crois-
sante sur [0,1], donc 1 — e~ —te ™t < 1 —2e7L.
Alors,
IFO) < N(f)(1—2eh),
d’ou
1flloe < N(f)(1—2¢e71).
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1. ||P|| est la norme euclidienne usuelle du triplet
(a,b,c) de R?, donc ||-|| est bien une norme sur E.

2. Considérons 'application

E — R
P=aX*+bX +¢c — A(P)=0V*—4ac
de sorte que R = {P € E | A(P) > 0}. L’application
A est polynomiale en a, b et ¢, donc elle est continue

sur E. Comme R = A71(R,) et que Ry est fermé,
R est fermé, et donc pas ouvert.

A
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Pour tout (u,v) € E? on a |(u|v)| < ||ul ||v]
et il y a égalité si et seulement si la famille (u,v)
est liée, donc (u,v) est libre si et seulement si
|(w]v)] < ||ul|||v]]. Considérons donc

¢ E? =R, (u,0) = |lullllv]l = [(u]v)],

de sorte que A = ¢~ (R%). Comme R est un ouvert
de R, il reste & prouver que ¢ est continue sur E2.

2(3

Sur E2, choisissons ||(u,v)||s = max(||ul], ||v]), ce
qui est égal puisque E? est de dimension finie.

La fonction a : (u,v) + ||ul| est continue sur E?
car pour (u,v) € E? et (u/,v") € E?,

[l = e ll] < = '] < (1w, v) = (@', 0")lloo

ce qui signifie qu’elle est 1-lipschitzienne donc conti-
nue sur E.

La fonction (u,v) + (u|v) est continue sur E? car
c’est un polyndéme de degré deux en les coordonnées
de u et v dans une base fixée quelconque. Comme
la fonction z — |z| est continue sur R, la fonction
B (u,v) — |(u|v)| est continue sur E2.

Alors la fonction ¢ : (u,v) — a(u)a(v) — B(u,v)
est continue sur £2.
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Comme M3(R) est de dimension finie, la limite
équivaut a prendre la limite des coefficients. Pour
tout n € N, posons

MP

«
n

An

SHEIE

11 s’agit de calculer A7!. Les colonnes de A,, sont or-
thogonales, et 'on a

n -
a? | Vn24+a?2 Vn?2+a?
Vn2+a2 Vn2+a?
et A =r} R. D’une part,
2
n_ n o
Tn —exp<2 h’l<1+ n2)> m} 1

D’autre part, en posant #,, = Arcsin L,
A /n2 + 0[2

()

est la matrice de la rotation d’angle 0,, et R} est celle
d’angle n#,. Or, limn6, = «, donc

—siné,
cos 8,

cos b,
sin 6,,

3 n __ [ COSx —sino
”EIEOO R = <sina cosa> :
Finalement, lim A" = (C?SO‘ —Ssma >
S« COos «
133 W
1. Pour tout n > 0,
£ = /lt”lf(t)ldt <l /lt"dt S
1 0 X jo%s) ) -y 1’

donc la suite numérique (|| f||1)n>0 tend vers 0, autre-
ment dit la suite de fonctions (fy,)n>0 converge vers
la fonction nulle dans (E, ||-||1).

2. Mais elle ne converge pas forcément vers la fonction
nulle dans (F, ||| ). En effet, en prenant par exemple
la fonction f: x> 1, [[falleo = sup,epo1ylz™ = 1.

3. Alors les normes ||-||; et ||-||co ne sont pas équiva-

lentes, car il existe une suite de E qui converge dans
(£, [I-[l1) et pas dans (£, [|]|o0)-
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1 R) et

1. On reconnait la norme 1 usuelle sur €([0, 5

|||l est bien une norme sur E.
2. Sans difficulté, ||P,|| =1—1/2".
3. Soit F'=1/(1 — X)2. Voici deux preuves.

PREUVE DIRECTE. La formule de Taylor avec reste
intégral pour F' en 0 a l'ordre n — 1 donne, pour

x € [0, 3],
n—1
F®)(0) (e —t)"!
F(z) = xk—I—/ ~—— __ FM()de.
0= S e [T
Or, pour tout k € N,
hy _ (kD
F (1— X)k+2’
donc
n-1 (g — t)nL
F = 1)z 1 P
(z) Z(k‘+ )z¥ +n(n+ )/0 (17t)n+2dt,

k=0

ot 'on voit que la somme vaut P, (z) et que le reste
est positif pour z € [0, 3]. Alors,

1/2
|P, — F|| = / (F(t) — Py (t))dt

1 7Y 1 1
i) == (i) = 5
- 0

Ainsi, lim||P,, — F|| = 0, donc la suite (P,,) converge
vers F' dans F.

PREUVE SAVANTE. On sait que pour tout « € |—1, 1],
1 X
_ k
1—2 Z z
k=0
et en dérivant ce développement en série entiere,

Y
= = kakt,
— 2
(1—x) =

F(z)

3

3

Or cette série entiere converge normalement sur [0, 3],
donc elle y converge uniformément. On peut alors
permuter la somme et 'intégrale : autrement dit,
lim||P,, — F|| = 0 et lon retrouve le résultat.
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La fonction f est clairement linéaire sur R2.

Comme F est de dimension finie, toutes ses normes
sont équivalentes : choisissons arbitrairement de tra-
vailler avec la norme infinie.

Pour montrer que f est continue, montrons qu’elle
est lipschitzienne. Il suffit donc de montrer qu’il
existe k € R, tel que pour tout (z,y) € R2
1@yl < k@ o)l Soit (z,y) € R
posons m [z, ¥)|lco = max{|z|,|yl}. On a
2z +yl < 2z[+ 1y < 2m+m 3m et
[z —yl < |z|+ [yl < 2m, donc

1/ (2, y)llco = max{[2z +y|, [z — y[} <3m

et f est bien lipschitzienne.
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Pour tout z € C, 'application P +— P(z) est une
forme linéaire sur C,[X], donc elle est y continue :
c’est ce que traduit I'inégalité demandée.
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La fonction g : t — f(t) et est continue sur R.
En outre, comme f est bornée, pour tout ¢ > 0,
lg(t)] < [|fllc €™t Or la fonction ¢t — et est inté-
grable sur R donc g aussi. Ainsi, ¢ est bien définie.

Par linéarité de l'intégrale, ¢ est linéaire. On a

lo(F)] < [T dt <[5 flloo et dt
= Hf”oo 0+Oo e fdt = ”fHoo

Il s’ensuit que ¢ est 1-lipschitzienne, donc elle est
continue sur (E, ||]|co)-

WP



