Corrigés des exercices de la seizieme feuille
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INTERPRETATION MATRICIELLE. Comme % est une
base orthonormée, pour (i,5) € [1,n]?, (u(e;)|e;) est
la coordonnée de u(e;) sur le vecteur e;. En posant
A =matg(u) = (a;;), on a donc (u(e;) |e;) = aj; et

Sep(u) =Y a3, =Y af; =Tr(ATA).

1<i,j<n 1<i,j<n

CHANGEMENT DE BASE. Considérons une autre base
orthonormée, %, et posons B = matg(u) : on a
S (u) = Tr(BT B). Soit P la matrice de passage de %
a € : comme ce sont des bases orthonormées, P € O(n),
donc P"'=P". OnaA=PBP'=PBP", donc

ATA=PB'P"PBP" =PB"BP'.

Ainsi, AT A et BT B sont semblables et ont méme trace,
donc Sgz(u) = S¢(u).

145 CCP
a d g
Soit M = | b e h | la matrice cherchée, dont on
c f i
note Cy, Cs et C3 les colonnes.
0
Comme R(ey) = —eq, C1 = | —1
0

Comme M € O(3), les colonnes sont orthogonales
deux & deux. En particulier, C{ Cy = C|/ C3 = 0, c’est-
a~dire e = h = 0.

Comme R est une rotation, elle envoie une base ortho-
normée directe sur une base orthonormée directe, donc
Cl/\CQZCg d’oﬁg:—feti:d.

Commentaire. Cette facon de traduire que R est une
rotation est plus efficace que de dire det(M) = 1.

1 1
Comme R(u)=u, M [ =1 | = | =1 |, donc
1 1
0 d —f 1 —d—f 1
o f d 1 —f+d 1
etd=0, f=-1.
0 o0 1
Finalement, M = | —1 0 0
0 -1 0
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Soit A € .ZF(R).
EXISTENCE. On peut écrite A = 2 D 27 ou

2 € O(n), D = diag(\i)1<ign €t A; = 0. En posant
A = diag(vNi)ici<n €6 R = 2 A 2T, on voit que
Re 7F(R) et R? = A.

UniciTE. Considérons S € .7, (R) telle que S? = A et
montrons que S = R.

Dans R” euclidien usuel, introduisons les endomor-
phismes a, r et s canoniquement associés a A, R et S.
Comme A = R?> = S%, A et R commutent, et A et

S commutent. Donc a et 7 commutent et a et s aussi.
Alors, les sous-espaces propres de a sont stables par r
et par s. La base canonique de R™ euclidien usuel est
orthonormée, donc a, r et s sont autoadjoints. Alors,
les endomorphismes induits par r et s sur chaque sous-
espace propre de a sont encore autoadjoints.

Plus précisément, soit A € Sp(a). Pour alléger les
écritures, posons F' = E)(a) et p = dim(F'). Notons wu,
v et w les endomorphismes induits par a, r et s sur F.
On vient de dire qu’ils sont dans .7 (F'), et méme dans
ST (F), par hypothése pour u et w, et par construction
pour v. On sait que u est I’homothétie de rapport A de
F. Et par construction, v est celle de rapport v/\.

En outre, w est diagonalisable dans une base ortho-
normée de F' : choisissons une telle base #. Considérons
les matrices U, V et W de u, v et w dans la base 4. Par
nature, U = A1, et par construction V' = \f/\Ip. On a
vu que W est diagonale, avec des coeflicients diagonaux
positifs et vérifie W2 = U = \I,,, donc W = \f)\Ip =V.
Ainsi, w = v.

Ainsi, r et s coincident sur les sous-espaces propres de
a : Comme R"™ est la somme directe de ces sous-espaces
propres, r = s, donc R = S, ce que 'on voulait.
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On voit que A est symétrique donc son endomor-
phisme canoniquement associé est autoadjoint. On voit
que ses colonnes forment une base orthonormée de
Ms 1(R), donc elle est orthogonale. En outre,

-8 4 1
1 1 1
1 4 -8

donc la base susnommeée est directe et A est la matrice
d’une rotation.

En notant 6 l'angle de la rotation, on sait que
Tr(A) =2cosf+ 1, dolt cos§ = —1 et § = .

Enfin, sans difficulté, 'axe de la rotation est

1
Ei(A) =R | 4
1
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1. Clairement, ¢ € £(F). Soient P et Q dans E. On
voit que ®(P) = (1 - X2)P" —2X P = ((1- X?)P'),
donc en intégrant par parties,
1
(@(P)|Q) = J-,(1 =) P"(t) — 2t P'(1)) Q(t)dt
1

= [1-2)P'OQM)., — [1,(0 ) P(H)Q (1) dt

= [L A=) P)Q(t)dt.
Comme cette expression est symétrique en P et Q,
(P(P)|Q) = (P|9(Q)) et P est autoadjoint.
2. 0na®d(X*) =—k(k+1)X*+k(k—1)X*2 pour
tout k € [0,n], donc la matrice de ¢ dans la base cano-
nique de FE est triangulaire supérieure. Sa diagonale est

constituée des entiers —k (k + 1), pour k € [0,n], donc
Sp(@) = {—k(k + 1) |k € [0,n]}.
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Comme A (ATA) I,, A est inversible et
A1 = ATA. Alors A7 est symétrique, donc A
aussi : il existe deux matrices D diagonale et P
orthogonale telles que A P D PT. Du coup,
A(ATA) = A3 = PD3PT = I,, donc D? = I,, et
comme D est réelle, D = I,,. Enfin, A = I,,.
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Comme A € .7 (R), donc il existe D diagonale et
P € O(4) telles que A = P D PT. Constatons que
A? = 6A—81;. Comme A n’est pas une matrice scalaire,
elle a au moins deux valeurs propres, qui sont donc les
racines de P = X? — 6 X + 8. Ainsi, Sp(4) = {2,4}.
Enfin, on voit aussi que

CCP

1 4 0 0
0 0 1 4
A 11 4] 4 o |0}’
0 0 1 4
1 2 0 0
0 0 1 2
A 1] | -2 A 0| 0
0 0 -1 -2

Alors les espaces propres de A sont

1 0

Ey(A) =R (1) @R (1) )
0 1

1 0

BA=r| | |er| |

0 -1

Les vecteurs propres ci-dessus sont clairement ortho-
gonaux deux & deux. Alors A = PDPT, en posant
D = diag(4,4,2,2) et

€ 0(4).

—_
O = O
_ o = O
O = O
—_ O = O

ccp

1. Sans difficulté, M T M
u € O(E).

2. Posons b = u(a),

Iy, donc M € O(4) et

1 1
0 110
A =matg(a) = NE B =matg(b) = VAR
0 1
Alors 1
1 2
matgg(u(b)):MBzg g :—A—i—%B.
2

Donc u(b) € P et P est stable par u.

3. Oui, c’est du cours.

2

3
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1. Dire que I3 + A est inversible signifie que —1 n’est
pas valeur propre de A. Mais ici, il est aussi rapide de
calculer directement par la regle de Sarrus
det(I3 + A) =1+a* +b* + 2 #0.

2. Notons R = (I3 — A) (Is+ A)~!. En utilisant successi-
vement que (MN)T = N"M T que (M~1)T = (MT)™1,
que AT = —A et que les polyndmes en A commutent,

R'R=(I—A) ' (I3 - A) (I3 +A)(Is + A)~! = L.
De plus, det(I3 — A) = 1 + a? + b? + ¢? comme a la
question 1, donc

Cs

o det(lg — A)
~ det(I3 + A)
Ainsi, R € SO(3), c’est une rotation.

3. Pour en déterminer I'axe et un angle, réduisons A, si
c’est possible. On voit que

det(R)

a 0
Alb ] =10
c 0
Posons r = Va2 + b2 + 2 et
L [@
U=-1|2b
r
c

C’est possible car r # 0 par hypothese. Alors
Ker A = RU et |U|| = 1. Considérons le vecteur

-b

1
V=- a
S\ o0

oll s = Va? + b%. Si s est nul, a = b = 0, la matrice A
est déja bien simple et on passe a I’étape finale. Enfin,
posons

1 —ac
W=UANV=— 1] —bc
rs a2+b2

Par construction, (U, V,W) est une base orthonormée
directe de R3. On calcule aisément

1 [ —ac
AV =—-1| —bc =rW,
S a2 + b2
b
r
AW =-| —a | =—rV.
S\ o

Alors, dans la base (U, V, W), endomorphisme canoni-
quement associé a A a pour matrice

0 0 0
B=10 0 —r
0 T 0

Ce n’est pas une réduction habituelle, car B n’est ni
diagonale, ni triangulaire. Alors, la rotation associée a
R a pour nouvelle matrice S = (I3 — B) (I3 + B)~!. Or,
en menant les calculs par blocs,

1 0

1 —r
0(7“ 1

1 0

-1

(Is + B)™!
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Donc
1 0 1 0
S = 0 1 r 1 1 r
—r 1 1+7r2\—r 1
1 0
=1 1 1\’
1472\ —r 1
1 0
= 1 1—r2 27
0 —— 2
1472\ —2r 1—7r
1 0 0
0 1—1r2 2r
= 14+72 14172
0 2r 1—72
14+72 14172

Comme r € R, on peut poser § = 2 Arctanr € |0, 7|,
de sorte que r = tan g. Alors,

1 0 0
S=10 cosf sinf
0 —sinf cosf

On reconnait la rotation autour de U et d’angle —6.

a
Finalement, R est la rotation autour du vecteur | b
c

et d’angle —2 Arctan va? + b2 + 2.
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1. f est clairement un endomorphisme, car pour tout
k€ [1,n], x — (ex|z) est une forme linéaire sur E.
Soient x et y dans E. On a

ccp

n

(f@@)]y) = (ex] @) (ex|y)-
k=1
L’expression est symétrique en x et y donc

(f(@)]y) =

(z] f(y)) et f est autoadjoint.

Soient A € Sp(f) et  un vecteur propre associé.

D’une part, (f(x)|x)
(f(z)|x)
Dot A = (f(z)]2)/|]* > 0.

Enfin, pour z € E, si f(x) =0, pour tout k € [1,n],
(ex |x) = 0 car £ est une base. Donc x est orthogonal
a tout vecteur de 4, donc a tout vecteur de F : x = 0.
Attention, £ n’est pas supposée orthonormée, donc les

=Y p_,(ex|z)? = 0. D’autre part,

= (Ax|z) = \||z||?. Or 2 # 0 donc ||z]|* > 0.

3

3

(ex |x) ne sont pas, & priori, les coordonnées de z dans
AB. Ainsi, f est inversible donc 0 n’est pas valeur propre
de f.

Finalement, Sp(f) C R% et f € ST (E).

2. Notons Aq,..., A, les valeurs propres de f, non né-
cessairement distinctes. D’apres ce qui précede, A\, > 0
pour tout k.

Soit F' = matz(f) = ((ei]e;))1<i,j<n- On voit que

F est symétrique, donc il existe 2 € O(n) telle que
F = Qdiag(\1,...,\,) 27, Alors,

-1 —1 . 1 1 T

F~ =matg(f ):!Zd1ag<)\, .,)\>.Q

Vovl }>”T 2
(ol )

En notant g 'endomorphisme de E' tel que

=1 dlag(

G = maty(g) = rzdlag(r \/;) o

on a bien g?> = f~'. En passant, G' = G et F et G
commutent.

Montrons que g est autoadjoint. Bien-stir, G est sy-
métrique, mais ’on n’a pas supposé que £ est une base
orthonormée donc on ne peut pas encore affirmer que g
est autoadjoint.

Soient z = >\ | wie; ety = Y yje; deux vecteurs
de E. En notant X = matg(z) et Y = matg(y),

ZI'L 62‘6] Y =

1<i,j<n

(z|y) = XTFY.

Alors
(g(x)|y) =(GX)'FY =X"G'FY
= XTGFY =XTFGY = (z|9(y)),

et g est bien autoadjoint : g € .#(E). On peut méme
dire que g € /7T (F) puisque Sp(g) = Sp(G) C R%..

'(es)

3. Comme f est inversible, les vecteurs u; = f~

sont bien définis. De plus, pour tout j,

flu;) = ej = Y (ei|uj)e;, donc par unicité des

coordonnées dans %, (e;|u;) = d;; pour tout 7. Alors
(9ei)gles)) = (eilg*(e; )) (ez\f Hej)

|
| J) =
Ainsi, la famille (g(e1),g(e2), ..
orthonormée de E.

(ez

( n)) est une base



