Corrigés des exercices de la dix-septieme feuille
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La fonction f est de classe €' sur R? \ {(0,0)}
comme quotient de fonctions qui le sont et dont le
dénominateur ne s’annule pas. Il reste a examiner le
cas de (0,0).

En utilisant les coordonnées polaires, on a

|f(pcosB, psin@)| = p*|cos® fsinb| < p?,
donc
lim r,y) = lim cosf, psinf
L fla,y) = lim f(p psind)
=0= f(0,0)
et f est continue en (0,0).

On sait déja que f admet des dérivées partielles
premiéres continues sur R? \ {(0,0)}.

On a L (f(x,0)— £(0,0)) =0, donc la limite de ce
rapport en (0,0) est nulle et %(0, 0)=0.

De plus, si (z,y) # (0,0),

of vy (@® +24°)
et
g%(pcos&psine)
= plcosBsin 6 (1 +sin? )| < p,
donc
af o of
(@) 3(0,0) %(x, y) =0= or (0,0),
of

c’est-a-dire que - est continue en (0,0).
On procede de méme pour montrer que % est
continue en (0, 0).

Finalement, f est de classe ¢! sur R2.
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1. Si 'on utilise les coordonnées polaires, on a

f(pcosB, psin )
= exp(—p? In(p? (cos? 6 + 25sin? h)))
= exp(—2p%Inp — p*In(1 + sin? 9)).

Or lim, 0 p?Inp = 0 et lim, o p* In(1 + sin? ) = 0,
donc lim,_,o f(pcos@,psind) = 1. Donc la fonc-
tion g de R? dans R? définie par g(0,0) = 1 et
g(z,y) = f(x,y) si (x,y) # (0,0) est continue sur R2.

Sur R? . {(0,0)}, la fonction g est composée de
fonctions de classe €, donc elle est de classe €. Les
dérivées partielles de g sur cet ouvert sont

dg x(2? 492
20 o) = —2(wint? +207) + 25 g0,
Og 2y(x2 + 12
@(w,y) = —2<yln(w2+2y2)+x(2+2y2) g9(z,y).

En outre,

%(p cosf, psin b))

= (—Qpcos 61n(p? (1 + sin? 9))

2pcosl

_ 1+s11120> g(pcosb, psinb),
donc lim,_,o %(p cosf, psin @) = 0. D’autre part,

f(:c,O) B f(0,0)

= —2z1In(z) + o(zIn(xz)) —— 0.

X x—0
Ainsi,

0 0) — f(0,0

ox z—0 €T
Donc % existe et est continue sur R2, car

lim ) % = %(07 0). Il en est de méme pour g—g.

2. La fonction g est €°° sur R~ {(0,0)} comme com-
posée de fonctions qui le sont. Le probleme éventuel
se situe donc en (0, 0). Par définition, si cette limite
existe,
&g g2 (@,0) - §2(0,0)
—(0,0) = lim = = .
8$2 z—0 €T
Calculons

%9 (2,0) — 22(0,0)

x

= —2(In(a?) + 1) exp(—* In(a?)) — +oc.

Donc g n’admet pas de dérivée seconde par rapport
a x en (0,0), donc g n’est pas de classe €2 sur R2.
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CONDITION NECESSAIRE. Supposons qu’il existe

a > 1 tel que pour tout A € R et tout (,y,2) € R3,
FAz, Ay, z) = X* f(z,y, 2).

Comme « > 1, la fonction A — A est de classe €

sur R. Comme f est de classe €' sur R?, on peut

dériver la relation précédente par rapport a A : pour
tout A € R et tout (z,y,2) € R3,

af of
af o a—1 .
+Za (AI7>‘y7>\Z)7O‘A f(zvy7z)a
z

en évaluant en A =1,

of of of _
v @)Y G el (w0.2) = af(@.2)
CONDITION SUFFISANTE. Supposons que pour tout
(v,y,2) € R3,

of of of _
xax ($7y72)+y ay (xayaz)+zaz (:r:,y,z) - af(x,y,z).

Introduisons la fonction
p:R=>R A= f(Az, Ay, \2).
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Comme f est de classe €' sur R?, ¢ 'est sur R et
pour tout A € R,

of of
’
Y\ ==x x()\m,)\y,)\z)—&—y y()\m,)\y,)\z)

0
+ za—ﬁ()\x,)\y,)\z).
Par ailleurs, d’apres évaluée
(Az, Ay, Az), on a

I'hypothese en

of of
Az o Az, Ay, Az) + Ay ay()\x,)\y,)\z)

+ Az of Az, Ay, A z) = af(Az, Ay, Az).

5‘2(

Autrement dit, A¢’(A) = ap()), donc il existe une
constante 8 telle que pour tout A € R, p(A) = S~
Comme 8 = ¢(1) = f(z,y,2), on en déduit que
fQx, Ay, Az) = A* f(z,y, 2), ce que 'on voulait.
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1. On voit que A = [-2,2]? : c’est un fermé borné
— c’est méme la boule fermée de centre (0,0) et de
rayon 2, au sens de la norme infinie. Comme R? est
de dimension finie, et que F' est clairement continue
sur R2, F est bornée sur A et atteint ses bornes.
Comme F est de classe €' sur R2, si ’on se res-
treint & des points intérieurs & A, les extrémums
potentiels sont les points critiques de F.
Soit (z,y) € A. On a
g—i(x,y) =4z% —4(x —y),
oF

_ 3 _
99 (x,y) =4y" +4(x —y).

Les points critiques de F' sont solutions du systéme

{4x3—4(m—y) =0
= {2

= (v —y) =y

4y +4(x—y)=0
3 =2z

23
—
= —y
— (x,y) € {(Oa O)a (fﬂ 7\/5)7 (7\[27 \/5)}
2. Soit 2 € R. D’une part, F(z,r) = 22* > 0. D’autre
part, F(z,—x) = 22* — 82% = 222 (2% — 4), et cette
expression est négative au voisinage de (0,0). Ainsi,
F est tantot positive, tantot négative au voisinage de
(0,0), donc sachant que F(0,0) = 0, (0,0) n’est pas

un extrémum local.

3. Pour étudier la nature des deux autres points
critiques, introduisons la hessienne de F' : pour
(z,y) € R?,

0’F 0’F
Ho(a,g) = @(l’,y) m(%y)
' 0’F 0’F
m(ﬂ%y) T?Jg(xay)
_ (12x2 —4 4 )
- 4 1292 —4 /-

Alors
Hp(V2,-V2) = HF(—V2,V2) = (20 y

4 20

).

22

Cette matrice a pour valeurs propres 16 et 24 : elles
sont strictement positives, donc ces deux points cri-
tiques sont des minimums locaux stricts.
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D’apres le cours, en un point d’une courbe intersec-
tion de deux surfaces, si les plans tangents a chacune
des surfaces ne sont pas confondus, leur intersection
est la tangente au point considéré a la courbe d’inter-
section. Soit My(xo, Yo, z0) un point de I". L’équation
de la tangente est donc la conjonction des équations
des plans tangents :

CccPp

TTo+ 220 =95, Txo+YYo — 220 = L.
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Soit My(xo, Yo, z0) un point de la surface S. Un
vecteur normal au plan tangent a S en M est le gra-
dient en My de la fonction (x,y,2) = 22 +y% — 22 —1.
On cherche donc M tel que les vecteurs

1 21‘0
2 et 2:[/0
3 —2 20
soient colinéaires, c’est-a-dire
0 1 Zo -2 Z0 — 3y0
0 = 2 A2 Yo =2 31’0 + 20 s
0 3 —20 Yo — 29
d’ou yg = 2x9 et zg = —3 9. Comme M, € S,

1= x% + (2%‘0)2 — (—3.1‘0)2
et My n’existe pas.

= —422. C’est impossible,
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CcCp

1. Introduisons la fonction f : (z,y,2) — xyz — 1.
Nommons My = (zo, Yo, 20). On voit que le gradient

Vf(Mo) = (yo 20, 20 Z0, o Yo)

n’est pas nul, donc My est un point régulier de S.
Ainsi, le plan tangent Py = T'Sy, a pour équation

(x —20) Yo 20 + (¥ — Y0) 200 + (2 — 20) o Yo = 0,
ou encore x/xo + y/yo + z/z0 = 3.
2. On cherche le projeté orthogonal H(z,y, z) de O
sur Py : H € Py donc

x/To +y/Yo + z/20 = 3.
Le vecteur N = (1/20,1/y0,1/20) est normal & Py :
il existe A € R tel que OH = AN donc
x = Nxzo, y=Nyo, z=2A2.

En reportant dans ’équation de Py,

1 1 1
A -+t —=+= =3.
Lo Yo 20

Alors, le point H s’écrit
3 ( 1 1 1 )
+%+% xo Yo 20)

H =

8
o



