Troisieme feuille d’exercices

RAPPELS SUR LES MATRICES ET LES DETERMINANTS
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Montrer que A et T sont semblables, avec
1 0 O 1 00
A=10 3 2] etT=|0 1 1
0 2 -1 0 0 1
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Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1
et u € £(F) tel que Keru = Imu.

1. Montrer que dim E est un entier pair.

2. Montrer qu’il existe une base dans laquelle u a

pour matrice M = <Op I >
0p  Op
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Soit (4, B) € (GL,(K))? tel que AB+ BA = 0.
Montrer que n est pair.
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Soit M € M, (C).

1. Montrer que si rg M = 1, il existe deux vecteurs
colonnes X et Y tels que M = XY .

2. Montrer que si rg M = 2, il existe deux couples
de vecteurs indépendants (X, Z) et (Y, T) tels que
M=XY"+2ZT".

3. Généralisation : que dire si rg M = k7

[21}] ccP
Pour n € N*, calculer le déterminant
1 2 ... n
2 3 .o n+1
n n+1 2n —1
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Inverser la matrice M € 9, (R) dont les coeffi-
cients m;; valent 0 sii > j et j —¢+ 1 sinon.
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Soit £ = R% Considérons ’ensemble F des
(z,y,2,t) de E tels que

z+y+z+t=0,z—y+2—-t=0,
et 'ensemble G des (z,y, z,t) de E tels que
z4+y—2—t=0,z—y—2z+t=0.

Déterminer dans la base canonique de F, la matrice
de la projection sur F' parallelement a G.

24
Donner le rang, le noyau et 'image de I’endomor-

phisme de R? canoniquement associé & la matrice

1 2 3
4 6
7 9

5)
8
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Pour tout polynéme P € R¢[X], on note f(P) le
reste de la division euclidienne de P par le polynéme
D=1+X+X?>+X3+ X"

1. Montrer que f € £(Rg[X], R3[X]).

2. Donner sa matrice dans les bases canoniques
de Rﬁ[X] et Rg[X]

3. Donner une base et la dimension de Ker f et Im f.
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Inverser la matrice carrée dont les éléments diago-
naux sont nuls et les autres valent a.
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Calculer le déterminant de la matrice symétrique
A = (ai;) définie par

a;; = 2cosf pour
Clij = 6i+1,j pour
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Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant et I'in-
verse de la matrice

a—b—c 2a 2a
M = 2b b—c—a 2b
2¢ 2¢ c—a—2>b
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