Corrigés des exercices

[17]

Comme A et T ont le méme découpage par blocs,
il suffit de montrer que les matrices

3 =2 11
5= (3 ) ev=(5 1)

sont semblables.

Nommons (ey, ) la base canonique de R? et u
I’endomorphisme de R? canoniquement associé a B.
Nous cherchons une base (g1, 2) de R? dans laquelle
la matrice de u soit U. Alors on doit avoir u(ey) = €1
et u(eg) = €1 + €2. En exprimant ces égalités vecto-
rielles dans la base (e, ez), en notant x; et y; les
coordonnées de €1 dans la base canonique, on résout

5 () =)

d’ott 1 = y1, et 'on choisit

()=o)

De méme, on résout

p()=e(1) ()

d’ott w3 = y2 + 5, et 'on choisit a = 2 et

(5)=(1):

Alors, on peut écrire B = QU Q™! en posant

o=(5 1)

De méme, on a A= PT P~ en posant

1 00
P:<1O):022

CCP

0 Q 0 2 1
Il s’ensuit que A et T sont bien semblables.
(18] TPE

1. Comme E est de dimension finie, d’apres le théo-
réeme du rang, dim F = dim(Ker ) +dim(Im u) = 2p,
en notant p = dim(Ker u).

2. De plus, Ker u admet un supplémentaire G dans F
et I'application

v=ulP": G = Imu, z— u(x)

est un isomorphisme.

Soit (e1,...,ep) une base de Keru, qui est donc
aussi une base de Imwu. Pour tout ¢ € [1,p], po-
sons e, i = v 1(e;), I'image réciproque par v de e;.
Par construction, pour tout i € [1,p], u(ep+i) = ;.
De plus, comme v est un isomorphisme, la famille
(ept1,-..,€2p) est une base de G. Alors la famille
(e1,..-€p,€pt1,...,€2,) est une base de E, car
E = Imu ® G. Dans cette base, la matrice de u
a la forme voulue.

de la troisieme feuille

(19]
Comme —AB = BA,

CCP

(—1)" det(AB) = det(B A) = det(B) det(A)
= det(A) det(B) = det(A B).

Or A et B sont inversibles donc A B lest et
det(AB) # 0. Alors (—1)" =1 et n est pair.

(20] MP

Nommons Cj les colonnes de M, ou j € [1,n].

1. Comme rg M = 1, 'espace engendré par ses co-
lonnes est une droite vectorielle. Soit X # 0 un
vecteur colonne directeur de cette droite. Pour tout
j € [1,n], il existe un scalaire y; tel que C; = y; X.
Alors, en juxtaposant les colonnes,

M=(C C )
=(nX 13X Yn X))
=X (n w yn) = XYT,

ou Y est le vecteur colonne contenant les y;. En pas-
sant, Y # 0, sinon M = 0.

Ainsi, il existe deux vecteurs colonnes non nuls tels
que M =XYT.

2. Si rg M = 2, 'espace engendré par les colonnes
est un plan, dirigé par des colonnes indépendantes
X et Z. Pour tout j € [1,n], il existe des scalaires
y; et t; tels que C; = y; X +t; Z. Alors, en posant
YT:(yl yn) et TT = (t1 tn),ona
M=XYT4+2ZT".

Enfin, Y et T sont indépendants, sinon, on peut
écrire T'= \Y, en les renommant au besoin, et alors
M= (X+XZ)YT est de rang 1.

En passant, une matrice de rang 2 est donc somme
de deux matrices de rang 1.

3.51 rgM = k, lespace engendré par les co-
lonnes est de dimension k. Nommons (X1, ..., X)
I'une de ses bases. Toute colonne de M s’écrit
C; = Zle Yi; X; oll les y;; sont des scalaires.
En posant Y, = (yil Yi2 yin)a on a
M = 25:1 Xi Yz‘T~

Si la famille (Y7,...,Y%) est liée, en renom-
mant éventuellement les vecteurs, on peut écrire
Vi = MY, done M= T NX + 0 X)) YT
et elle est de rang au plus k — 1.

k, il existe deux fa-
, Xi) et

Finalement, si rgM =
milles libres de vecteurs colonnes (X7, ...
(Y1,...,Ys) telles que M =S¥ X, V,T.

En passant, toute matrice de rang k est somme de
k matrices de rang 1.
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Testons les petites valeurs de n. Par convention,
posons D; =1; on a

=-1;

D2:’1 2‘

2 3

en faisant successivement C3 <+ (3 — (5 puis

C’2<—C’2—C’1,ona

Dy =0.

W N =

=N

T W
I

1
2
3

— =
— =

En fait, des que n > 3, cette démarche est va-
lide : en faisant successivement C3 < C3 — Cy puis
Cy <+ (3 — (1, on obtient deux colonnes remplies
de 1, donc D,, = 0.

[22] ccp
La matrice considérée est
1 2 n
M =
0 -2
1

Résolvons le systemes M X =Y, ou

x Y1

X = et Y =

T Yn

Par définition de M, les lignes de ce systéme sont
L;: Z;L:Z(j —i+1)x; =y;, pour i € [1,n]. Pour ¢
variant de 1 a n — 1, faisons L; < L; — L;;1. Alors
L; devient

S i+ Doy =370 (G~ G+ 1) + Dy
=2+ i1 T = Djmi T = Ui Yit

Recommencons : pour i variant de 1 a n — 1, faisons
L;+ L;—L;y. Alors, pour i € [1,n — 2], L; devient

Z;‘L:i Tj— Z;‘L:i+1 Tj=Ti
=Yi — Yit1 — (Yir1 — Yit2)
=Y — 2Yiv1 + Yir2
et L,_1 devient L, 1 :Tp_1 = yn_1 — 2Y,. On vient

d’exprimer les x; en fonctions des y;, c’est-a-dire
X =M"'Y, donc

1 -2 1 (0)

Mt = 1
(0) -2

1

2

3

(23]
1. Montrons que E = F & G. Soit u = (x,y, 2, ) :

uwuekF < x+2=0, y+t=0,
etueG <= rz—-—2=0, y—t=0.

Alors F' = Vect({a,b}) et G = Vect({c, d}) ou

a=(1,0,—1,0),
C = (1707 170),

b= (Oa 1a07_1)a
d=(0,1,0,1).
On voit que (a,b,c,d) est une base de FE, donc

E = F®G et la projection p sur F parallelement a G
est bien définie.

2. Notons & = (i, j, k, ) la base canonique, ol

Z‘: (]‘?0707 0)’
k = (0707170)7

J=1(0,1,0,0),
¢=1(0,0,0,1).

Déterminons p(i), p(j), p(k) et p(€). On voit que

i—%(a—&-c), jz%(b—i—d),
k=3(—a+c), =2 (-b+d).
donc
p(i) = ta, p(j) = b, p(k) = —%a, p(l) =—3b

[24]

Notons A cette matrice et C7, Cy et C3 ses co-
lonnes. En empilant les matrices A et I3, et en faisant
successivement C3 < C3 — Cy, Cy + Cy — C7 puis
C3 < C3 — (9, on obtient la transformation :

SO Ik

S~ O 0ot

_ o O W oW

OO Ik
I

(e L

_NN RO OO

Le bloc du haut a le méme rang que A, donc rg(A4) = 2.
De plus, on y lit une base de I'image :

1 1
ImA=R|[4])dR|1
7 1

En regardant la colonne du bloc du bas sous la colonne
nulle du bloc du haut, on lit une base du noyau :

1

-2
1

KerA=R
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1. Comme D # 0 et que deg(D) = 4, d’aprés la
division euclidienne des polynoémes, on a

R¢[X] = DRy [X] @ R3[X].

Alors, f est linéaire car c’est le projecteur sur R[X]
parallelement & DRy[X].

Commentaire. A vrai dire, f est la corestriction a
R5[X] dudit projecteur.

2. On a f(1) 1, f(X) X, f(X?) = X2 et
f(X?)=X3 Deplus, X* =D - X? - X?-X -1
donc f(X*) = —-X3 - X% - X — 1; de méme,
X° (X — 1) D + 1 donc f(X?) 1 et
X% = (X2 — X)D + X donc f(X%) = X. Ainsi,
la matrice de f est

100 0 -1 10
0100 -1 01
001 0 -1 00O
0001 -1 00O

3. D’apres la question 1, Ker f = DRy[X] dont une
base est (D, X D,X?2D); et Im f = R3[X], dont on
connait une base.

(26]
Notons A cette matrice : elle s’écrit A = a(J — I),
ou J est la matrice remplie de 1, et I est la matrice
identité, bien-siir. Comme J? =nJ,
A2 =a*(JP—2J+1)=d*(n—2)J +d*I
=a(n—2)(A+al)+ad*I
a(n—2)A+a*(n—1)I
d'ott A(A—a(n—2)I)=a%(n—1)I. Donc A est
inversible si et seulement si @ # 0 (et n > 1) et
1
a?(n —1)

MP

A7l = (A—a(n—-2)I).

3

3

CS

[27]

Nommons plutét A,, la matrice. En développant
D,, = det(A,,) par rapport & sa premiére colonne,

D, =2cos@-D,_1—D,_o.

Cette récurrence linéaire d’ordre 2 a pour équa-
tion caractéristique r? — 2cosf - r + 1 = 0. Alors,
D,, = acos(nf) + fsin(nd). On trouve « et 5 avec
Dy =2cosf et Dy =4cos?(0) —1:

sinf[(n + 1) 6] .

cos
D,, = cos(nf) + sn g

sin 0
Commentaire. Le cas ou sinf = 0 est laissé au lec-
teur :-)

sin(nf) =

[28]

1. En faisant successivement L < Ly + Lo + L3,
CQ(*CQ*Cl et 03(*03*01,

CCP

a+b+c a+b+c a+b+ec
det(M) = 2b b—c—a 2b
2¢ 2¢ c—a—2>b
a+b+c 0 0
= 2b —b—c—a 0
2c 0 —c—a—>
=(a+b+c),

et M est inversible si et seulement si a + b+ ¢ # 0.
2.0naM=2N—-(a+b+c)Is ol

a a a
N=|b b b
c ¢ c

Or N2 = (a+b+c)N.Donc M? = (a+b+c)%I3, et
M™'=(a+b+c) 2 M.



