Corrigés des exercices de la quatrieme feuille

[29]

1. Voici deux approches du calcul.

ASPECT VECTORIEL. Nommons (e;);e[1,n] la base cano-
nique de R™ et h I’endomorphisme de R™ canoniquement
associé & H. On a h(e1) = 0 et pour tout i € [2,n],
h(@l) = €;—1-

Donc h%(e;) = h?(e2) = 0 et pour tout i € [3,n],
h2(e;) = e;_o. Cela signifie que la matrice H? comporte la
méme diagonale de 1 que H, mais décalée d’un cran vers
la droite, donc commencgant a la troisieme colonne.

Par une récurrence immédiate, pour p € [1,n—1],
h?(e;) = 0sii € [1,p] et hP(e;) = e;—p si i € [p+ 1,n].
Ainsi, la matrice H a la méme diagonale de 1 que H, mais
décalée de p crans a droite, donc commengant a la (p+ 1)©
colonne.

Enfin, si p > n, H? = 0.

(p)

ASPECT MATRICIEL. Posons H? = (h;;

récurrence la proposition

P(p) : b = Sivp,
ol d0p q est le symbole de Kronecker.
Le terme général de H s’écrit h;; = 0;41,5, donc P(1)
est vraie.

Supposons P(p — 1) vraie. Le terme général de
HP = H HP~! g%écrit

h(p) Zhi)hp 1) _

)i,j- Montrons par

E 0i+1,k Ok4p—1,j = Oitp,j
k=1

car le prodult des deux deltas ne vaut 1 que si
k=i+letj=k+p—1=i+p.

Finalement, la propriété est vraie. Elle signifie que la

matrice HP est constituée d’une diagonale de 1 décalée de
p crans vers la droite ; en particulier, pour tout p > n, H?
est la matrice nulle.
2. La premidre matrices vaut A = '")a* H*.
De lidentité (1 — X)Y 7o X* = 1 — X", on tire
(I, —aH)A =1—-a"H" = I,. Alors A est inversible
et son inverse est A~ =1, —aH.

L’autre matrice est B = > ,_ kK H*"1 = P(H) ou
P=1+4+2X+-+nX" 1 =7 kX* 1 On pense a
la dérivation. Dans R(X),

n / ’
_ X+ - <1X"“)
() - (555
_l-(n+1)X" +nXntl
- 1-X) |
dott (1 — X)?2P = 1—-(n+1) X"+ n X" En
évaluant cette égalité polynomiale en H, on obtient
(I, -H)?B =1, — (n+1)H" + nH"" = I,, donc

B est inversible et B~! = (I, — H)%.
(30] ccp
1. Comme (p,q) € £(E)?, po q € £(E). De plus,

(pog)o(pogq)=popogog=pog,

donc p o g est un projecteur.

2. Montrons que Im(p o ¢) = ImpNImg.

Im(pog) C Imp NImg. En effet, si x € Im(p o ¢q),
x=pog(x) =qop(x) et x € ImpNIlmyg.

Imp NImg C Im(poq) car, si « € Imp N Img,
z = p(z) = q(z) donc x = pog(z) € Im(poq).

3. Montrons que Ker(p o q) = Kerp + Kerg.

Ker(p o q) C Kerp + Kerq. En effet, si z € Ker(p o ¢q),
po g(x) = 0. De plus, comme E = Kerq ® Img, on
peut écrire x = y + z ou (y,z) € Kerq x Imgq. Alors
q(z) = q(2) = z et pog(z) = p(z) = 0 donc z € Kerp.
Ainsi, z = y + z ou (y, z) € Kerg x Kerp.

Kerp+Kerg C Ker(pog). En effet, si € Kerp+ Kerg,
x = y+ z ou (y,2) € Kerp x Kerg. Alors
poq(x) =q(p(y)) + plq(2)) = 0 et z € Ker(poq).

[31] AM

1. Sans difficulté, M2 +2M — 313 = 0. Ainsi, le polynome
P=X?2+2X-3=(X—1)(X + 3) est annulateur de M.

2. Pour n € N, effectuons la division euclidienne de X"
par P : il existe Q,, € R[X] et (a,,b,) € R? tels que
X" = PQn+anX+b, (x). En évaluant cette égalité en M,
ona M"™ = a, M + b, I3. Pour trouver a,, et b,, évaluons
(*) en les racines 1 et =3 de P. On a 1™ = a, - 1 + b,
et (=3)" = ap - (=3) + by, dott a, = 7 (1 — (=3)"),
b, = i(?) +(=3)™) et

M" =5 (1—(=3)" )M+ 5B+ (=3)")I.

Constatons que M (M + 21I3) = 313, donc M est in-
versible et M ™! = 1 (M + 21I3), ce qui revient a faire
n = —1 dans 'expression précédente. Alors, par récurrence,
prouvons que pour tout n € N*,

M™=3(1—-(=3)")M+ 3B+ (=3)"")Is.

L’initialisation, pour n = 1, vient d’étre établie. La trans-
mission ne pose pas de probleme : si I'expression est vraie
au rang n, M~ = M~ M~ et en développant grace
aux expressions précédentes, on obtient la formule au rang
n+ 1.

Finalement, pour tout n € Z,

M" =3 (1= (=3)"YM+ 53+ (=3)")Is.

(32] AM

Soient des matrices carrées A et B : Tr(l,) =
et Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Te(BA) = 0 don
AB— BA# I,.

[33] wP

POLYNOME ANNULATEUR. On a (4 — I3)? = 0.

Commentaire. En  fait, pour tout = € R,
xa(z) = det(x I3 — A) = (x — 1)3, et d’apres le théo-
réme de Cayley-Hamilton, ya(A) = (A — I3)® = 0. Mais
ici on a mieux, car notre polynéme annulateur est de degré
moindre.
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA QUATRII:]ME FEUILLE

PUISSANCES POSITIVES. Soit un polynéme quelconque
P € R[X]. D’apres la formule de Taylor appliquée en 1,

- 1)k7

ou la somme est finie. Evaluons cette égalité en A :

+oo (k)
pay=y T gy
k=0 :

= P(1)Is + P'(1) (A — I),

car pour tout k > 2, (A — I3)¥ = 0. En particulier, pour

tout n € N,
A" = 1n13 —|—7’l1n_1 (A— 13)
=(1-n)ls+nA
1—n n n
=1 —2n 2n+1 2n
n -n 1—n

PUISSANCES NEGATIVES. On a vu que (4 — I3)? = 0,
c’est-a~dire A (213 — A) = I3, donc A est inversible et
A=l =215 — A. On retrouve 'expression précédente avec
n = —1. Alors, on imagine que pour tout n € N,

A" =(1+4+n)Is —nA.
Prouvons-le. On a
A"((14+n)I3 —nA)
= Is+n(A—1I3))(Is —n(A-I3))
=Iz—n*(A-I3)° =Is,
ce qui prouve 'expression annoncée.
[34]

Tout d’abord, F' et G sont bien des sous-espaces vecto-
riels de E. Voici deux méthodes.

A LA MAIN. Raisonnons par analyse-synthése. Soit h € E.
Analyse. Sih = f+g,ou (f,g9) € Fx G, alors g = Aexp

et f(2) = 0. Il en découle que h(2) = Xe?, A = h(2)e 2 et
f=h—h(2)e 2exp.
Synthése. Posons g = h(2)e 2exp et f = h — g.

Clairement h f+ g e g € G. En outre,
f(2)=f(2)— f(2)e 2e2 =0, donc f € F.

Conclusion. Tout élément h de E se décompose de fagon
unique en h = f 4+ g ou (f,g) € F x G, ce qui signifie que
E=FadG.

HYPERPLANS. F' est un hyperplan de E car F' = Ker ¢ ou

Papplication ¢ : E — R, f — f(2) est une forme linéaire
non nulle. De plus, exp ¢ F, donc E = F & G.

(35]
L’application ¢ : E — R, f + f’(0) est clairement
une forme linéaire sur E, non nulle car ¢(idg) = 1. Donc
H = Ker ¢ est un hyperplan de E. En outre, E = H®Ridg
car idg ¢ H.
Idem pour K.

[36]

SuPPOSONS QUE Im f = Ker f. D’apres le théoreme
du rang, n = 2rg(f). De plus, pour tout =z € E,
f(z) € Im f = Ker f donc f(f(z)) =0et f2=0.

SUPPOSONS QUE f2 =0 et n = 2rg(f). Alors Im f C Ker f

et d’apres le théoréeme du rang, dim(Ker f) = rg(f) donc
Ker f =1Im f.

ESB

2|2

37}
1. Soient ((z,y), (2',y)) € (R*)? et A € R. On a
f (@, y) + (@ y) = fQAa+a", Ay +)
= ((Az+2)+2A\y+y).2Nz+2")+3(Ay+y))
= A(x+2y)+ (@ +29), 2z +3y)+ (22" +3Y"))
=Xz +2y,2z+3y) + (' + 2y, 22" + 3Y)
= Af(@,y) + f(@,y).
Ainsi, f € £(R?).
2. Soit (z,y) € Ker f. On a

f(:cyy)=(0,0><=>{
z+ 2y=0 (L)

<~
{ —y=0 (Lg + Ly —2Ly)
< zx=y=0.

z+2y=0 (L)
2043y =0 (L2)

Ainsi, Ker f = {(0,0)}. Cela entraine que f est injective.
Comme c’est un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie, f est donc aussi surjective et Im f = R2.

(38]
D’apres la divison euclidienne de P par X, il existe un
(unique) polynoéme @ tel que
P=XQ+P0O=XQ+1.
Alors P(A) = AQ(A) + I,,, dou AB = AQ(A) + I, et
A(B - Q(A)) = I,. Cela signifie que A est inversible et
que A7 =B - Q(A).
En outre, B = A™! + Q(A) commute avec A, car c’est
le cas de A~1 et de Q(A).

(39]
Onai(f?+2f—idg)
est bijective et que f~1 =

[40]

Raisonnons par analyse-synthese. Soit x € E.

CCP

CCP

o f =1idg, ce qui signifie que f
L(f24+2f —idg).

ANALYSE. Supposons que l'on ait =z Yy + z avec
y € Ker(u—idg) et 2z € Ker(u?4+u+idg). Alors u(y)—y = 0,
c’est-a-dire u(y) =y, et 2z + u(z) + u?(z) = 0. De plus,
u(z) = uy) + u(z) =y +u(2),
u?(z) = uly) +u?(z) = y + u®(2).
Alors, z +u(z) +u?(z) = 3y + 2 +u(z) +u?(z) = 3y. Ainsi,
y =5 (x+u(z) +u?(2)),

z=x—y= gx—%(u(x)—f—u?(x)).

SYNTHESE. Posons

y =3 (@ +u) +u’(2)),
= Jr = hulo) - 30)
On a bien z = y + 2. Comme u?(z) = z,
u(y) = 3 (u(@) +u’(@) + ( ))
= 3 (u(z) +@?(z) + ) =y

et y € Ker(u —idg). De méme,
u?(z) = §u2(x) — 37— su(z),

d’ott u?(z) + u(z) + 2z =0 et 2z € Ker(v? + u +idg).

CONCLUSION.

E = Ker(u — idg) ® Ker(u? +u + idg).

- %uQ(l‘) - %Z‘,



