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1. Voici deux approches du calcul.
Aspect vectoriel. Nommons (ei)i∈[[1,n]] la base cano-
nique de Rn et h l’endomorphisme de Rn canoniquement
associé à H. On a h(e1) = 0 et pour tout i ∈ [[2, n]],
h(ei) = ei−1.

Donc h2(e1) = h2(e2) = 0 et pour tout i ∈ [[3, n]],
h2(ei) = ei−2. Cela signifie que la matrice H2 comporte la
même diagonale de 1 que H, mais décalée d’un cran vers
la droite, donc commençant à la troisième colonne.

Par une récurrence immédiate, pour p ∈ [[1, n− 1]],
hp(ei) = 0 si i ∈ [[1, p]] et hp(ei) = ei−p si i ∈ [[p + 1, n]].
Ainsi, la matrice H a la même diagonale de 1 que H, mais
décalée de p crans à droite, donc commençant à la (p + 1)e

colonne.
Enfin, si p ⩾ n, Hp = 0.

Aspect matriciel. Posons Hp = (h(p)
ij )i,j . Montrons par

récurrence la proposition

P (p) : h
(p)
ij = δi+p,j ,

où δp,q est le symbole de Kronecker.
Le terme général de H s’écrit hij = δi+1,j , donc P (1)

est vraie.
Supposons P (p − 1) vraie. Le terme général de

Hp = H Hp−1 s’écrit

h
(p)
ij =

n∑
k=1

h
(1)
ik h

(p−1)
ij =

n∑
k=1

δi+1,k δk+p−1,j = δi+p,j

car le produit des deux deltas ne vaut 1 que si
k = i + 1 et j = k + p− 1 = i + p.

Finalement, la propriété est vraie. Elle signifie que la
matrice Hp est constituée d’une diagonale de 1 décalée de
p crans vers la droite ; en particulier, pour tout p ⩾ n, Hp

est la matrice nulle.
2. La première matrices vaut A =

∑n−1
k=0 ak Hk.

De l’identité (1 − X)
∑n−1

k=0 Xk = 1 − Xn, on tire
(In − a H) A = I − an Hn = In. Alors A est inversible
et son inverse est A−1 = In − aH.

L’autre matrice est B =
∑n

k=1 k Hk−1 = P (H) où
P = 1 + 2X + · · ·+ nXn−1 =

∑n
k=1 k Xk−1. On pense à

la dérivation. Dans R(X),

P =
(

n∑
k=0

Xk

)′

=
(

1−Xn+1

1−X

)′

= 1− (n + 1)Xn + nXn+1

(1−X)2 ,

d’où (1 − X)2 P = 1 − (n + 1) Xn + n Xn+1. En
évaluant cette égalité polynomiale en H, on obtient
(In − H)2 B = In − (n + 1) Hn + n Hn+1 = In, donc
B est inversible et B−1 = (In −H)2.
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1. Comme (p, q) ∈ L(E)2, p ◦ q ∈ L(E). De plus,
(p ◦ q) ◦ (p ◦ q) = p ◦ p ◦ q ◦ q = p ◦ q,

donc p ◦ q est un projecteur.

2. Montrons que Im(p ◦ q) = Im p ∩ Im q.
Im(p ◦ q) ⊂ Im p ∩ Im q. En effet, si x ∈ Im(p ◦ q),

x = p ◦ q(x) = q ◦ p(x) et x ∈ Im p ∩ Im q.
Im p ∩ Im q ⊂ Im(p ◦ q) car, si x ∈ Im p ∩ Im q,

x = p(x) = q(x) donc x = p ◦ q(x) ∈ Im(p ◦ q).
3. Montrons que Ker(p ◦ q) = Ker p + Ker q.

Ker(p ◦ q) ⊂ Ker p + Ker q. En effet, si x ∈ Ker(p ◦ q),
p ◦ q(x) = 0. De plus, comme E = Ker q ⊕ Im q, on
peut écrire x = y + z où (y, z) ∈ Ker q × Im q. Alors
q(x) = q(z) = z et p ◦ q(x) = p(z) = 0 donc z ∈ Ker p.
Ainsi, x = y + z où (y, z) ∈ Ker q ×Ker p.

Ker p + Ker q ⊂ Ker(p◦ q). En effet, si x ∈ Ker p + Ker q,
x = y + z où (y, z) ∈ Ker p × Ker q. Alors
p ◦ q(x) = q(p(y)) + p(q(z)) = 0 et x ∈ Ker(p ◦ q).
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1. Sans difficulté, M2 + 2M − 3I3 = 0. Ainsi, le polynôme
P = X2 + 2X − 3 = (X − 1)(X + 3) est annulateur de M .
2. Pour n ∈ N, effectuons la division euclidienne de Xn

par P : il existe Qn ∈ R[X] et (an, bn) ∈ R2 tels que
Xn = P Qn +anX +bn (∗). En évaluant cette égalité en M ,
on a Mn = an M + bn I3. Pour trouver an et bn, évaluons
(∗) en les racines 1 et −3 de P . On a 1n = an · 1 + bn

et (−3)n = an · (−3) + bn, d’où an = 1
4 (1 − (−3)n),

bn = 1
4 (3 + (−3)n) et

Mn = 1
4 (1− (−3)n)M + 1

4 (3 + (−3)n)I3.

Constatons que M (M + 2 I3) = 3 I3, donc M est in-
versible et M−1 = 1

3 (M + 2 I3), ce qui revient à faire
n = −1 dans l’expression précédente. Alors, par récurrence,
prouvons que pour tout n ∈ N∗,

M−n = 1
4 (1− (−3)−n)M + 1

4 (3 + (−3)−n)I3.

L’initialisation, pour n = 1, vient d’être établie. La trans-
mission ne pose pas de problème : si l’expression est vraie
au rang n, M−(n+1) = M−n M−1, et en développant grâce
aux expressions précédentes, on obtient la formule au rang
n + 1.

Finalement, pour tout n ∈ Z,

Mn = 1
4 (1− (−3)n)M + 1

4 (3 + (−3)n)I3.
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Soient des matrices carrées A et B : Tr(In) = n
et Tr(A B − B A) = Tr(A B) − Tr(B A) = 0 donc
AB −B A ̸= In.
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Polynôme annulateur. On a (A− I3)2 = 0.
Commentaire. En fait, pour tout x ∈ R,
χA(x) = det(x I3 − A) = (x − 1)3, et d’après le théo-
rème de Cayley-Hamilton, χA(A) = (A − I3)3 = 0. Mais
ici on a mieux, car notre polynôme annulateur est de degré
moindre.
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Puissances positives. Soit un polynôme quelconque
P ∈ R[X]. D’après la formule de Taylor appliquée en 1,

P =
+∞∑
k=0

P (k)(1)
k! (X − 1)k,

où la somme est finie. Évaluons cette égalité en A :

P (A) =
+∞∑
k=0

P (k)(1)
k! (A− I3)k

= P (1)I3 + P ′(1)(A− I3),
car pour tout k ⩾ 2, (A − I3)k = 0. En particulier, pour
tout n ∈ N,

An = 1n I3 + n1n−1 (A− I3)
= (1− n)I3 + nA

=

 1− n n n
−2n 2n + 1 2n

n −n 1− n

 .

Puissances négatives. On a vu que (A − I3)2 = 0,
c’est-à-dire A (2 I3 − A) = I3, donc A est inversible et
A−1 = 2I3 −A. On retrouve l’expression précédente avec
n = −1. Alors, on imagine que pour tout n ∈ N,

A−n = (1 + n)I3 − nA.

Prouvons-le. On a
An((1 + n)I3 − nA)
= (I3 + n(A− I3))(I3 − n(A− I3))
= I3 − n2 (A− I3)2 = I3,

ce qui prouve l’expression annoncée.
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Tout d’abord, F et G sont bien des sous-espaces vecto-

riels de E. Voici deux méthodes.
À la main. Raisonnons par analyse-synthèse. Soit h ∈ E.

Analyse. Si h = f +g, où (f, g) ∈ F ×G, alors g = λ exp
et f(2) = 0. Il en découle que h(2) = λe2, λ = h(2)e−2 et
f = h− h(2)e−2 exp.

Synthèse. Posons g = h(2) e−2 exp et f = h − g.
Clairement h = f + g et g ∈ G. En outre,
f(2) = f(2)− f(2)e−2 e2 = 0, donc f ∈ F .

Conclusion. Tout élément h de E se décompose de façon
unique en h = f + g où (f, g) ∈ F ×G, ce qui signifie que
E = F ⊕G.
Hyperplans. F est un hyperplan de E car F = Ker φ où
l’application φ : E → R, f 7→ f(2) est une forme linéaire
non nulle. De plus, exp /∈ F , donc E = F ⊕G.
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L’application φ : E → R, f 7→ f ′(0) est clairement

une forme linéaire sur E, non nulle car φ(idR) = 1. Donc
H = Ker φ est un hyperplan de E. En outre, E = H⊕R idR
car idR /∈ H.

Idem pour K.
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Supposons que Im f = Ker f . D’après le théorème
du rang, n = 2 rg(f). De plus, pour tout x ∈ E,
f(x) ∈ Im f = Ker f donc f(f(x)) = 0 et f2 = 0.
Supposons que f2 = 0 et n = 2 rg(f). Alors Im f ⊂ Ker f
et d’après le théorème du rang, dim(Ker f) = rg(f) donc
Ker f = Im f .
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1. Soient ((x, y), (x′, y′)) ∈ (R2)2 et λ ∈ R. On a

f(λ(x, y) + (x′, y′)) = f(λx + x′, λy + y′)
= ((λx+x′)+2(λy +y′), 2(λx+x′)+3(λy +y′))
= (λ(x+2y)+(x′ +2y′), λ(2x+3y)+(2x′ +3y′))
= λ(x + 2y, 2x + 3y) + (x′ + 2y′, 2x′ + 3y′)
= λf(x, y) + f(x′, y′).

Ainsi, f ∈ L(R2).
2. Soit (x, y) ∈ Ker f . On a

f(x, y) = (0, 0)⇐⇒
{

x + 2y = 0 (L1)

2x + 3y = 0 (L2)

⇐⇒

{
x + 2y = 0 (L1)

−y = 0 (L2 ← L2 − 2L1)
⇐⇒ x = y = 0.

Ainsi, Ker f = {(0, 0)}. Cela entraine que f est injective.
Comme c’est un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie, f est donc aussi surjective et Im f = R2.
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D’après la divison euclidienne de P par X, il existe un
(unique) polynôme Q tel que

P = X Q + P (0) = X Q + 1.

Alors P (A) = A Q(A) + In, d’où A B = A Q(A) + In et
A (B − Q(A)) = In. Cela signifie que A est inversible et
que A−1 = B −Q(A).

En outre, B = A−1 + Q(A) commute avec A, car c’est
le cas de A−1 et de Q(A).
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On a 1
2 (f2 + 2f − idE) ◦ f = idE , ce qui signifie que f

est bijective et que f−1 = 1
2 (f2 + 2f − idE).
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Raisonnons par analyse-synthèse. Soit x ∈ E.
Analyse. Supposons que l’on ait x = y + z avec
y ∈ Ker(u−idE) et z ∈ Ker(u2+u+idE). Alors u(y)−y = 0,
c’est-à-dire u(y) = y, et z + u(z) + u2(z) = 0. De plus,

u(x) = u(y) + u(z) = y + u(z),
u2(x) = u(y) + u2(z) = y + u2(z).

Alors, x+u(x) +u2(x) = 3y +z +u(z) +u2(z) = 3y. Ainsi,
y = 1

3 (x + u(x) + u2(x)),
z = x− y = 2

3 x− 1
3 (u(x) + u2(x)).

Synthèse. Posons
y = 1

3 (x + u(x) + u2(x)),
z = 2

3 x− 1
3 u(x)− 1

3 u2(x).
On a bien x = y + z. Comme u3(x) = x, on a

u(y) = 1
3 (u(x) + u2(x) + u3(x))

= 1
3 (u(x) + u2(x) + x) = y

et y ∈ Ker(u− idE). De même,
u(z) = 2

3 u(x)− 1
3 u2(x)− 1

3 x,

u2(z) = 2
3 u2(x)− 1

3 x− 1
3 u(x),

d’où u2(z) + u(z) + z = 0 et z ∈ Ker(u2 + u + idE).
Conclusion.

E = Ker(u− idE)⊕Ker(u2 + u + idE).
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