Corrigés des exercices de la cinquieme feuille

[41]

1. Puisque (4, B,C, D) constitue un systéme complet
d’évenements, avec les probabilités totales, en nommant
R I’évenement qu’il arrive en retard, on a

P(R)= > P(R|E)P(E)
E€{A,B,C,D}

I I
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2. Gréce a la formule de Bayes,
P(CNR) PR|IC)P(C) %+ & 2
PCIR) = =5 m™ = pr = o=
(R) (R) 20
[42]
1. En dénombrant les boules, on a
1 n—1 k
P(A])) = ——, P(Ay) = ——, P(43) = .
(41) n+k’ (42) n+k’ (43) n+k

2. Voici deux approches.

VERSION LONGUE. Quand le jeu s’arréte, c’est qu’on tire
une boule bleue. Pour tout i € N*, considérons 1'éveéne-
ment B; : « on tire la boule bleue lors du tirage numéro
i ». La famille (B;);en+ forme un systéme complet d’éve-
nements donc on peut écrire la formule des probabilités
totales :

“+o0
P(Ao) = ZP(AO|Bi)P(Bi)'

Constatons que cette série converge d’apres le cours.
D’une part, puisque les tirages se font avec remise, le
tirage numéro ¢ est identique au premier tirage, donc

k
n+k’
D’autre part, ’événement Ag | B; signifie que lors des
i — 1 premiers tirages, on n’a pas tiré la boule numéro 1,
donc, puisque tous les tirages sont indépendants,

P(B;) = P(4s) =

P(Ao| B)) = P(A)i~! = (Z; ;)H.

Alors,

+o00 n—1 i—1 k
P(AO):Z<n+k) n+k

=1
ok 1k
n+k 1-—2=L " k41"

n+k
VERSION COURTE. La famille (A, A, A3) forme claire-
ment un systeme complet d’événements donc

P(Ag) = P(Ao| A1) P(A1) + P(Ao | A2) P(Az)
+ P(Ag| Az) P(A3).
Tout aussi clairement, Ay et A; sont incompatibles, donc
P(Ag|A1) = 0. De méme, si A3 est réalisé, le jeu s’arréte
et Ag est réalisé, donc P(Ag|Asz) = 1. Enfin, puisque les
tirages sont indépendants, P(Ag|A2) = P(Ap). Alors

n—1 k
Pdo) = P(A0) S + 0,
. k
d’ou P(A()) = m

@ CCP17

1. Comme il y a au moins une boule, elle entre forcé-
ment dans un compartiment de la boite, donc les trois
compartiments ne peuvent étre tous trois vides. Ainsi,
le nombre de compartiments vides apres 1'expérience est
2sin=1;1ou2sin=2;et0,1ou22sin>3J.

2. Explicitons I’événement Bs. Choisir exactement deux
compartiments vides revient & choisir le troisieme com-
partiment, qui est occupé par les n boules. Comme les
compartiments sont identiques, il y a trois choix pos-
sibles du compartiment occupé. Et une fois qu’il est
choisi, la probabilité que les n boules y soient tombées
est 1/3™. Alors
1 1
P(Bs) = 337 =T

3. De méme, intéressons-nous a I’évenement Bj. Il s’agit
de choisir le compartiment vide, nommons-le 4 : il y a
trois possibilités. Ensuite, les n boules se répartissent
entre les deux autres compartiments, nommons-les B et
C, avec au moins une boule dans chacun, pour qu’aucun
ne soit vide. Parmi ces n boules, k sont dans B, avec
probabilité 1/3% et n — k sont dans C, avec probabilité
1/3”_"'. On doit avoir k > 1 pour que B ne soit pas vide,
et k <n — 1 pour que C ne le soit pas. Enfin, il s’agit
de choisir les k£ boules qui atterrissent dans B, et il y a
(Z) possibilités de le faire. Alors

n—1
ny 1 1
P(B;) = —
(B1) =3 (k>3k gn—k

Constatons que si n = 1, P(By) = 0, ce qui est cohérent
avec le fait que Bj ne se produit pas.

Enfin, sachant que By, By et By forment un systeme
complet d’évenements,

P(By) =1 - P(B1) — P(By)
gl _on 41
- g1
Constatons que si n € {1,2}, P(By) = 0.

(44} MT18

Sachant que I'un des enfants est un garcon, 'univers
considéré est {(G, F), (F,GQ), (G, G)}, avec des notations
évidentes. Ou I’on voit que la probabilité cherchée vaut %

[45]

Considérons I’évenement

A : « au moins l'une des cartes tirées est un roi ».

Voici une approche par ’événement contraire. Il est
bien-stir possible de considérer directement I’événement
A. I’événement contraire de A est

A : « aucune des cartes tirées n’est un roi ».

La probabilité de tirer un roi d’un des jeux de cartes
est 54—2 = 1—13, donc la probabilité de tirer une carte qui ne
soit pas un roi est 1— % = % Comme le tirage des cartes

de chaque jeu est indépendant, P(A) = 12 .12 — 11

- 13 13 169°
Alors P(A) =1-P(4) = £5.
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Plusieurs résolutions sont possibles. En voici une. A
vous d’en trouver d’autres.
Pour tout n € N, puisque les éveénements A,,, B, et
C,, forment un systeme complet d’événements,
P(Any1) = P(Any1 | An) P(An)
+ P(Ap41|Bn) P(By)
+ P(An41]1Ch) P(C).

ccp

Comme il change de point d’eau chaque jour,
P(A,4+1|A,) = 0. De plus, P(Apy1|Br) = % En ef-
fet, quand il est au point B au jour n, il a autant de
chance le jour n 4+ 1 de venir en A que d’aller en C.
De méme, P(A,+1|Cy) = % Alors a, 1 = %(bn + cn).
En outre, toujours parce que A,, B, et C, forment
un systéme complet d’évenements, a,, + b, + ¢, = 1.
Alors any1 = 3 (1 —ay), et la suite (a,) est arithmético-
géométrique.

Cherchons £ tel que £ =1 (1—1¢): (=
Par définition de ¢,

g1~ 0= 50~ a) = (51 = 0) =~ (o =0
La suite (a, — £)nen est géométrique de raison —5,

—{= (—7) (ap — £). Comme ag = 1,
=3 +3(=3)"

De méme, le suites (b,) et (c,) vérifient la méme
relation de récurrence, avec by = cg = 0. En passant,
elles sont donc égales :

b, =cn = % —

%. Soit n € N.

donc

QAp

Cs16

[47]

1. Pour k£ € N, considérons By = U:ic,; A,,, de sorte que
A= ﬂz;xé By,. On voit que la suite (By) est décroissante.
En effet, pour k € N,

“+ o0
By = U A, = Ap U

ot 'on voit bien que Byy1 C Bg. Alors, d’apres le théo-

reme de la continuité décroissante,

—+o0

n==k

n=~k
2. Supposons que Y P(A,) converge. Alors, d’apres le
théoreme de sous-additivité, pour tout k € N,

“+o0 “+o00
P( U An> < Z P(A
n==k n=k

ou ’on reconnait le reste d’ordre k — 1 de la série conver-
gente Y P(A,). Il s’ensuit que

“+oo
> PA
=k

RS

+oo
J 4

) = Ap UBgi1,
n=k+1

P(A) = lim P(B) =

k—+oco

lim P

k—+oco

lim
k— 400

donc, par majoration,

lim P

k—+oo

ou encore, P(A) = 0.

2

DE LA CINQUIEME FEUILLE

2

3. Soit w € B. Par définition, w € A,, pour une infinité
d’indices n. Autrement dit, I’ensemble d’indices

w={neN|weA,}

est infini. Alors, pour tout k& € N, il existe n € I, tel
que n = k, ce qui signifie que w € A, avec n > k,
donc w € p % Ap = By. Comme c’est vrai pour tout k,

w € ﬂz:o B = A. Donc B C A.

Réciproquement, soit w € A : pour tout k£ € N,
w € By, c’est-a-dire qu’il existe n > k tel que w € A, ;
et 'ensemble I, est infini, donc w € B. Donc A C B.

Alors, B= A et P(B) =0.
4. D’apres les lois de De Morgan, avec les notations de
la question 1,

+oo 400

-UNa-Us

k=0 n=~k

Comme la suite (By,) est décroissante, la suite (By) est
croissante. Donc, d’apreés le théoreme de la continuité
croissante,

P(A) = kETOOP(Bk).
Soit k € N. Etant donné N € N avec N > k, on a
+oo N
B, = m An C m An,
n==k n=~k
donc
N
P( N An>.
n=k
Comme les A, sont mutuellement indépendants,

les A,, le sont aussi et
N N
P( N An> = [[ PAn).
n=~k n=~k
En outre,

P(A,) =1 - P(4,) < e P,

sachant que pour tout z € [0,1], 1 —x < e *
convexité par exemple. Alors,

N N N
P( ﬂ An> < H e~ PlAn) — exp < Z P(An)>.
n=k n=~k

n=~k
Or par hypothese, la série Zn}O P(A,,) diverge, donc
aussi la série >, -, P(A,) et la suite des sommes par-

tielles (Zg:k P(A,)) N>k croit vers +o0. Alors

(39)

et, toujours par majoration,
P(By) = 0.
Ainsi, P(A) =0 et P(A) =
Commentaire. L’intervention de ’exponentielle tient du
miracle, et je ne sais pas faire autrement. J'imagine que

I’examinateur avait prévu de donner I'indication le jour
de l'oral...

, par

lim exp
N—+o0

donc, par majoration,

lim P
N——+oco



