Corrigés des exercices de la septieme feuille

[56] ccp

Nommons A cette matrice. Voici deux approches.

POLYNOME CARACTERISTIQUE. Pour tout = € R,
xa(z) = 2% — Tr(A)z + det(A)
=N —4A+3=-1)(N-3).

Il est scindé a racines simples, donc A est diagonali-
sable.

VALEURS PROPRES. On voit que la somme des co-

1
1) donc ce vecteur colonne
est associé a la valeur propre 1. Donc y 4 est scindé
sur R. Or Tr(A) = 4 donc A admet 3 comme autre
valeur propre. Ainsi A est diagonalisable, qui admet

deux valeurs propres distinctes.

lonnes donne la colonne

[57]

Nommons toujours A la matrice étudiée.

1. Le polyndéme caractéristique de la matrice A est
défini pour = € R par

xa(z) = —det(A — x13) = (z — 5) (z + 1)2,

donc Spgr(A) = {—12,51}, ot on a indexé les valeurs
propres par leur multiplicité. On trouve sans difficulté

1 1 1
E_ (A =R|-1]|aR| 0], Es(4)=R| 1
0 ~1 1

Ainsi, A= PDP~! avec
D = diag(—1,-1,5)

1 1 1
et P=1 -1 0 1
0 -1 1

Commentaire. A était forcément diagonalisable, puis-
qu’elle est symétrique réelle.

2. Pour tout x € R,
xalz) = (x —3)(2® — 22+ 2).

Il n’est pas scindé sur R, donc on poursuit dans C.
On a Spe(A) = {3,1+14,1 — i} et on trouve

1 1—21
E3(A)=C|[ 1|, E144(4)=C 2
1 )
Pour le dernier, on ne fait pas les calculs. En effet,
comme A est réelle, si X € F14;(A4), AX=(1+i)X
donc en conjuguant, AX = (1 — i)X, donc
X € Ey_;(A). Alors

14 2i
Ei_j(A)=C| 2

—1

Ainsi, A= PDP~! avec

D = diag(3,1+4,1—1i)

1 1-2¢ 1+24¢
et P=1[1 2 2
1 1 —1

3. Pour tout z € R, xa(x) = 22 (z — 3), donc
Spr(A) = {02,31}. On trouve

-2 4
Eo(A)=R| 1], Bs(A)=R| 4
1 1

Alors, dimEp(A) = 1 < 2 = m(0) et A n'est pas
diagonalisable. Cherchons a la trigonaliser.

Soit u ’endomorphisme de 93 1(R) canonique-
ment associé & A. Cherchons une base (e, e, €3) de
Ms 1 (R) dans laquelle la matrice T' de u soit trian-
gulaire. Sur la diagonale de T figurent les valeurs
propres de u, donc celles de A :

0 b
T=10 c
0 3

o O QR

On peut choisir e; € Ey(A) et e3 € E3(A) c’est-a-dire
b =c =0 : par exemple, choisissons

-2 4
e1 = 1] etes=1[4
1 1

On peut aussi choisir a = 1 : ce résultat hors-
programme n’est pas a connaitre, et ’examinateur
est censé donner l’'indication lors de ’exercice; ou
alors, on mene les calculs qui suivent avec a quel-
conque, et ’on voit que ce choix est possible.

x

Cherchons e; = | y

z
c’est-a-dire Aes; = e7. On résout donc

tel que u(ez) = Oeq + €1,

x -2
Aly | = 1
z 1
-1
et ex = 1 | est une solution.
0
Ainsi, A= PT P! avec
01 0 -2 -1 4
T=[10 0 0| et P= 1 1 4
0 0 3 1 0 1
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[58]

Voici deux méthodes, entre autres.

PAR LE RANG. La matrice A est triangulaire donc
ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale : 1 et 2
sont valeurs propres doubles. Donc A est diagonali-
sable si et seulement si ses espaces propres Fi(A) et
E5(A) sont des plans, autrement dit, si et seulement
si les matrices A — I, et A — 214 sont de rang 2. On
voit que rg(A — I) = 2 si et seulement si a = 0 et
rg(A —214) = 2 si et seulement si f = 0. Ainsi, A est
diagonalisable si et seulement si a = f = 0.

PAR LES POLYNOMES. Comme Spg(4) = {12,22}, A
est diagonalisable si et seulement si le polynéme

H)\ESpR(A)(X “AN)=X-1)(X-2)
est annulateur de A. La matrice

0 —a ad ae+bf
10 0 O df
(A_I4)(A_2I4)_ 0 0 0 f
0 0 0 0
est nulle si et seulement si a = f = 0.

[59]

1. Pour déterminer le rang de ¢, trouvons son noyau
plutét que son image :

Kero={Ac€ E|AM =0g}.
Soit A € E. En notant Cy,...,C, les colonnes
de M, les colonnes de AM sont ACY,...,AC,. Donc
A € Ker ¢ si et seulement si les AC; sont nulles pour

Jj € [1,n], si et seulement si les C;; sont dans Ker A,
si et seulement si Im M C Ker A. Ainsi,

Kerp={A € E|Im M C Ker A}.
Considérons une base de M, 1 (K) adaptée & Im M.

Dans une telle base, la matrice de I’endomorphisme
canoniquement associé a A s’écrit par blocs

0, c)

B= (onm D

avec des notations évidentes ou p = rg M. Ou l'on
voit que le nombre de coefficients arbitraires dans B
vaut n(n—p). Comme 'application qui & A associe B
est un isomorphisme,

ENS

dimKer p = n(n —p),
donc
rgo =n?—n(n—p)=np=nrgM.
2. Comme E est de dimension finie, ¢ est diagonali-
sable si et seulement s’il admet un polynéme annu-
lateur scindé a racines simples. Cherchons donc les
polyndmes annulateurs de .

Soit A € E. On a ¢?(A) = AM? et pour tout k,
©*(A) = AMP*, donc pour tout polynéme P € K[X],
P(p)(A) = AP(M). Ainsi, tout polynéme annulateur
de ¢ l'est de M, et réciproquement.

Alors ¢ est diagonalisable si et seulement s’il ad-
met un polynéme annulateur scindé a racines simples,
si et seulement s’il en est de méme pour M, d’apres ce
qui précede, si et seulement si M est diagonalisable.

2[5

CS

[60]

1. On peut écrire

XA = erspC(A)(X - A)m(/\)

car il est scindé sur C, ot 'on note m(A) la multipli-
cité de A € Spe(A4). Alors,

XA(B) = HAESpC(A)(B — )\In)m(k).

Or Spc(A)NSpe(B) = @ donc pour tout A € Spe(A4),
A ¢ Spe(B) et B— A1, € GL,(C). Ainsi, comme pro-
duit de matrices inversibles, x 4(B) € GL,(C).

2. La question revient a prouver que ’application
@M, (C) - M, (C), X - AX - XB

est bijective, donc qu’elle est injective puisque c’est
clairement un endomorphisme.

Soit X € M, (C) telle que H(X) = 0 c’est-a-
dire AX = XB. Alors, A2X = AXB = XB?,
donc par une récurrence immédiate, pour tout
k € N, A*X = XB* et pour tout P € R[X],
P(A)X = X P(B). En particulier et d’apres le théo-
réme de Cayley-Hamilton, x4(A4) X = X xa(B) =0.
Comme x 4(B) est inversible, X = 0.

CCP

[61]

Ona A3 -54%2+6A=A(A—213)(A-313) =0.
Mais A est inversible donc (A —21I3) (A —313) = 0.
Comme A admet un polynéme annulateur scindé
a racines simples, elle est diagonalisable. De plus,
Sp(A) C {2,3}. Enfin, Tr(A) = 7 est la somme des
valeurs propres de A, donc la seule possibilité est
que 2 soit valeur propre double et 3 simple. Ainsi,
les matrices cherchées sont exactement les matrices
semblables a diag(2,2,3).

[62]

1. L’application g est clairement linéaire, par linéa-
rité de la dérivation et de la multiplication par un
polyndéme. En outre, si P est de degré d < n — 1,
g(P) est possiblement de degré inférieur ou égal a
d+1 < n. Enfin, g(X") = —nX™ € R,[X], donc ¢
est bien un endomorphisme de R,,[X].

2. Pour tout k € [[0,n], on a
g(Xk) _ (nQ _ k_Q)Xk+1 _ ka’

CCP

donc la matrice de g dans la base canonique de R,,[X]
est

(0)
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Cette matrice est triangulaire inférieure, donc ses
valeurs propres se lisent sur sa diagonale. Ainsi,

Sp(g) ={0,-1,-2,...,—n}.
Cela signifie que g admet n + 1 valeurs propres dis-
tinctes, donc g est diagonalisable.

3. Comme 0 € Sp(g), g n’est pas injectif.

[63]

1. Comme —1 est seul sur la diagonale dans la troi-
sieme colonne, —1 est valeur propre évidente de A, et

0

0 | est un vecteur propre évident associé.

1

Comme A est triangulaire par blocs, les deux autres

1 2

0 3)
c’est-a-dire 1 et 3, car ce bloc est lui-méme triangu-
laire.

CccCp

valeurs propres de A sont celles du bloc (

0o 2 0
OnaA-I3=10 2 0 | et 'on voit que
2 —4 =2

1

0 | est dans le noyau de cette matrice, donc est
1
vecteur propre de A associé a 1.

-2 2 0
Enfin, A — 313 = 0 0 0 | et 'on voit
2 —4 —4
1
que 1 | est dans le noyau de cette matrice, donc
1

2
est vecteur propre de A associé a 3.
Ainsi, A= PDP~! avec D = diag(—1,1,3) et

01 1
P=(0 0 1
11 -3

2. Soit une matrice M qui commute avec D. Alors,
les sous-espaces propres de D sont stables par M.
Comme il s’agit des trois droites engendrées par les
vecteurs de la base canonique de M3 1 (R), lesdits trois
vecteurs sont propres pour M et M est diagonale.

3. Soit M € M3(R) une telle matrice. On a
M+ M+I;=A

« M"+M+1I3=PDP"

— P 'M'"P+P 'MP+P 'I3P=D

— (P'MP)"+P'MP+1I3=D

< N+ N+1I3=D,
en posant N = P~! M P. Ainsi, D est un poly-
noéme en N, donc commute avec N. D’apres la ques-
tion précédente, N est donc diagonale. En écrivant
N = diag(a,b,c), on a
diag(a” +a+1,0" +b+1,¢" +c+1) = diag(—1,1,3).

En considérant Q = X7+ X +1, on cherche donc a, b
et ¢ tels que Q(a) = —1, Q(b) =1 et Q(c) = 3. Mais

3

5

Q' =7X%+1et Q' (x) =0 pour tout x réel, donc Q
est strictement croissant : il réalise une bijection de R
dans R. Or, on voit que Q(0) = 1, donc b = 0; et
Q(—1)=—-1,donc a = —1; et Q(1) =3 donc ¢ = 1.
Finalement,
M +M+IL=A
<= M = Pdiag(—1,0,1) P

Sans difficulté,

-1 32 1 0 1 0
pPl= 1 -1 o0)eeM=[(0 1 o0

0 1 0 1 -2 -1
[64] ENS16

Nommons A la matrice de I’énoncé et discutons
selon (z,y,2) € R? l'existence de B € M3(R) telle
que B? = A, en raisonnant par condition nécessaire
et suffisante.

CONDITION NECESSAIRE. Supposons que B existe.
Comme A est un polyndéme en B, A et B commutent,
donc les espaces propres de A sont stables par B.

Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont
—1 et 1, donc celles de B? aussi. Mais ces derniéres
sont les carrés de celles de B, donc +1 est valeur
propre de B, ainsi que +i. Or B est réelle, donc si
I'une de ses valeur propre est complexe, sa conjuguée
doit I'étre aussi. Alors Spe(B) = {—i,4,£1}. Ainsi
B est diagonalisable sur C, qui admet trois valeurs
propres distinctes. Donc B? l'est aussi, c’est-a-dire
que A est diagonalisable sur C. Donc

o= J[ x-»
AESpc(4) 0 —2z zz
=(A-L)(A+I3)=(0 0 0
Alors x = 0. 0 0 0

CONDITION SUFFISANTE. Supposons que x = 0.
Puisque A est triangulaire par blocs, cherchons B

sous la forme
By

o= 1)

ol By € My(R) et C' € My 1(R). Constatons que le 0
ci-dessus est en fait la ligne (0 0). On a donc

2 B12 BIC+C
po (B BCrOY.

On aimerait donc que B?

—1I5. Choisissons

).

0 -1
312(1 0

Posons C' = (u) :
v

BiC+C= (y) — {_v+u_y
z u+v=z
5(y+2)

= C:<;<—y+z>

).
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Par construction, la matrice

0 -1 1(y+2)
B=11 0 1(-y+2)
0 0 1

vérifie B2

CONCLUSION. L’équation B2 = A admet des solutions
dans M3(R) si et seulement si z = 0.

= A. Constatons qu’elle n’est pas unique :
Il existe une infinité de choix pour Bi, donc pour B.

[65]
FORMALISATION. Introduisons
U, 3 -1 1 1
U= vy |,A=10 2 0|,B=|1],
W, 1 -1 3 0
de sorte que le systeéme s’écrive U, 11 = AU, + B.

REDUCTION. Tentons de diagonaliser A. Le polyndme
caractéristique de A est défini pour tout z € R par

xa(z) = (=13 det(A — z13) = (z — 2)% (x — 4).
Donc Spg(A) = {22,41}. On trouve sans peine que
0 1 1
Ex(A)=R(1]|®R| 1], E4(A)=R|0
1 0 1
Ainsi, A est diagonalisable et A = P D P~! avec
0 1 1
D=diag(2,4,2) et P=[1 0 1
1 1 0

Commentaire. On a rangé les vecteurs propres dans
un ordre différent de celui ol on les a rencontrés pour
une simple raison esthétique. C’est égal, mais il faut
alors ranger les valeurs propres dans le méme ordre
sur la diagonale de D.

RESOLUTION. Examinons les premiers termes de la
suite :

UIZAUO+B>
Uy=AU+ B =AU, +AB+B
= A*Uy+ (I3 + A)B

d’oul par une récurrence immédiate,

n—1

> A’“)B

U,=A"Uy+ (
k=0

D’une part, B € E5(A) donc pour tout k € N,

A¥B = 2B et

(£ ()

D’autre part, A" Uy = P D" P~'U,. On voit que
PUy =2Uy, donc P_lUO = %U@ et

1 0 1 1 2" 0 0 1
AUy = 5 1 O 1 0 22 0 1
1 0 0o 27 1

22n 1 + on— 1

B (22n 1 + on— 1

4

5

Finalement,
22n—1 + 2n—1 1
U, = 2" +@2"-1) |1
22n71 + anl 0
22n—1 + on + 2n—1 -1
= ontl 1
2277,71 + anl
(661 cs
RESOLUTION GENERALE. Diagonalisons A : sans dif-

ficulté, A= PDP!

-1 2 3
D = diag(—1,2,3) et P = 0 -3 0
1 1 1

Soit X : R — M, 1(R), t — X(¢), une fonction de
classe ¢! sur R. On a

=PDP'X
=DP'X.

=AX < X'
— p7lX’

Posons Y = P~1 X, ou aussi X = PY. Comme P ne
dépend pas de t, on a Y/ = P~1X’, donc

=AX < Y' =DY.
Y1
En écrivant Y = | y2 |,
Ys
yll = —Y1,
Y' =DY <= { yb = 2y,
yé :3937
y1(t) = aet,
<« J(a,B,7) €R3Vt € R, { yo(t) = Be*,
ys(t) =~edt.

Puisque X = PY, en notant Cy, Cs et C3 les colonnes
de P,

X =y1C1 +y2C2 +y3Cs.

Ainsi, les solutions du systeme sont donc les fonctions

-1 2 3
t—aet 0] +pe*| =3 +~e3 |0
1 1 1

ot (a, B,7) € R3.

CONDITIONS INITIALES. Pour ¢t =0, on a

-1 2 3 a
X(0) =« 0O)l+81 -3]|+~|0]=P| B
1 1 1 5

Ainsi, pour obtenir les constantes correspondant aux
conditions initiales données, on résout

(67

B
gl

P

X(0)
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pour les trois valeurs de X (0). Pour cela, il suffit de
calculer

1 -2 5
P11 o0 -3
1 0 2

On peut méme condenser le calcul de P~! et du pro-
duit en une seule étape, en appliquant la méthode de
Gauss-Jordan a P et a cette derniére matrice au lieu
de l'identité :

-1 231 -2 5
0 -3 0 1 0 -3
1 1 1 1 0 2
-1 231 -2 5
0 -3 0 1 0 -3
0 0 4 3 =2 4) Ly« L1+ Ly + L3
4 -8 0 5 2 -8 L1 %3[/374[/1
0 -3 0 1 0 -3
0 0 4 3 -2 4
12 0 07 6 0\ L1 +3L—8Ls
0 -3 01 0 -3
0 0 4 3 -2 4
100 L L2 0\Li+iL
01 0 —5 0 1|Li+—3Lo
001 3 1 1)Lyt
Ainsi, les solutions cherchées sont respectivement
-1 2 3
1 3
tHEeft 0] —=-e*| -3 —|—163t 0],
1 1 1
1 -1 3
t»—)ieft 0] -=e3(0],
1 1
2 3
tse? [ =3 +e¥ |0
1 1
(671 AM
REFORMULATION. Le systéme s’écrit Y/ = AY + B ou
x 7T —-12 6 0
Y=|y], A=(10 —19 10|, B:t~ |tet
z 12 —24 13 0

SYSTEME HOMOGENE. Diagonalisons A : sans diffi-
culté, A=PDP~ ! ou

3 2 -1
P=|5 1 0] etD=diag(-1,1,1).
6 0 1

Comme dans ’exercice précédent, I’ensemble des so-
lutions du systéme homogeéne Y/ = AY est

3 2 -1

{t»—uxe_t 5 +8et | 1] +7¢€ 01,
6 0 1

(@, 8,7) ER?’}-

5

5

SOLUTION PARTICULIERE. Pour trouver une solution
particuliere du systeme complet, inspirons-nous en-
core de ’exercice précédent et posons Y = PZ, ou
encore Z = P~'Y, ol Z est une nouvelle fonction
inconnue. Comme P ne dépend pas de la variable ¢
du systeme différentiel, Y/ = P Z’. Alors

Y' =AY + B
«— PZ' =PDP'PZ+B
«— Z'=DZ+ P 'B.

Sans difficulté, par exemple par le pivot de Gauss,
pour tout t € R,

2
P IB(t)=tet | -9
—12
21
Alors, en notant Z = | 25 |,
Z3
Y' =AY +B
21(t) = —z1(t) + 2tel,
= VteR, { 25(t)= 2(t) — 9te,
2(t) = =23(t) — 12tet.

On est donc ramené a chercher des solutions parti-
culieres d’équations différentielles linéaires d’ordre 1
classiques. Sans difficulté, on trouve (par exemple)

z(t)=(t-3)e,
2(t) = —2t%€",
z3(t) = —6t% €.

Une solution particuliere du systeme de départ est
donc

3 2 -1
Y=PZ=z|5|4+2|1]+z 0
6 0 1

CONCLUSION. Finalement, ’ensemble des solutions
du systéme est

3 2 —1
{t»—>aet 5 +8et | 1] +~€ 0
6 0 1
3 2 ~1
+@t-—3e [5] -2 | 1] -6t [ 0],
6 0 1
(0, 8,7) € R*}



