Corrigés des exercices de la huitieme feuille

[68]

Pour tout n € N, considérons la variable aléatoire
X, qui teste la réussite de chaque expérience : on sait
que X, ~ B(p).

1. D’apres le cours, si m =1, X ~ ¥ (p).

2. L’événement (X = n) traduit le fait que ’on ob-
tient m succes pour la premiere fois a la n° expérience :
d’une part, cette derniere expérience est un succes,
donc X,, = 1; et d’autre part, parmi les expériences
précédentes, on n’a obtenu que m — 1 succes. Ainsi

Puisque les X; sont indépendantes,

n—1

= P(Z X, =m—
i=1

On sait que Z?’;ll X; ~AB(n—1,p) donc

P m = (2 )

Ce résultat est encore valable quand n < m car le
coefficient binomial est alors nul.

[69]

1. Soit j € N. Supposons que N = j. Sachant que
chacun des j électrons émis est efficace indépendam-
ment des autres, le nombre de ceux qui le sont suit
une loi binomiale %(j, p). Donc pour tout k € [0, 5],

en notant g =1—7p

P(X = 1) P(X, =1).

n—1
m—1

CcCP

2. Les événements (N = j);en forment un systéme
complet donc d’apres la formule des probabilités to-
tales, pour tout k € N,

+o0
=k) =Y P(
j=0
+oo
= Z P(X

X = k|N = j)P(N = j)
— kN = §) P(N = j)

2\
'p q] /’4367/\F

K2 (k)

car p+ g = 1. Ainsi, X ~ Z(\p) et E(
V(X) = Ap.

) = Ap,
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3. La réponse est surement oui, sachant que les élec-
trons sont efficaces indépendamment les uns des
autres. Prouvons-le.

Sur le méme principe que plus haut, en inversant
les roles de p et ¢, Y ~ Z2(Aq). Soient k et ¢ des
entiers. Comme N = X + Y,

P(X=kNn{Y =0))=P(X=kKN(N=k+1)
=PX=k|N=k+{0)P(N=k+10)
GRS

ke (k+2)!
e~ Ap+a) (Ap ) ()\Q)Z
k! 7l
=P(X =k)P(Y =¥).

Comme c’est vrai pour tout (k,¢) € N* il s’ensuit
que 'on a bien X 1L Y, comme on le pensait.

4. Comme N =X +Y,

Cov(X,N) =Cov(X,X +7Y)
=Cov(X,X)+Cov(X,Y) =
car Cov(X,Y) =0 puisque X 1 Y.
Or X #0, donc V(X) > 0. Ainsi, Cov(X,N) > 0
donc en particulier, Cov(X,N) # 0. Cela entraine
que X et N ne sont pas indépendantes.

V(X),
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Comme X ~ (), pour tout n € N,
)\’I’L
_ Y
P(X =n)= g
D’apres le théoréeme du transfert, on a
1 =1
(1 + X) nz:% 1+n ( n)
+o0 n A 10 ynt1
A e A
=) DR T 3 2 T
n=0 : n=0 :
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Ce calcul est justifié, parce que 'on a manipulé des
sommes a termes positifs et que le résultat est fini.

MP

[71]
Pour simplifier, notons g=1—pet b=1—a.
1. Par construction, U(£2) = {0} UY (2) = N. Pour
n € N, d’apres la formule des probabilités totales,
PU=n)=PU=n|X=0)P(X=0)

+PU=n|X=1)PX=1)
_ {qurOpq

sin =0,

0qg+ P(Y =n)p=pab® ! sinon.
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Alors,
—+oo +oo
= ZnP(U =n)= E:npab”_1
n=0 n=1
p
=pE(Y)=~=
pE(Y) ="

Le calcul est valide car les sommes manipulées sont &
termes positifs et le résultat est fini.
Sur le méme principe,

V(U)=EU?) —- BE(U)* =pB(Y?) - (pE(Y))
=p(V(Y)+E(Y)*) - p*B(Y)?
=pV(Y) +pqgE(Y)?

_ b pg_plbta
2 2T T a2
2.0naV(2)=Y(2)UZ(2)=N. Pour n € N,
PV=n)=PV=n|X=0)P(X=0)
+P(V=n|X=1)P(X=1)
=PY=n)PX=0+P(Z=n)P(X=1)
pe™? sin=0,
B qab™ 4+ pe i\: sinon.
Donc
“+oo
- ZnP(V =
= anab" ! +ane ’\a
= qE(Y) +pE(Z)
= g +pA

De méme,

V(V)=E(V?) - E(V)
=qB(Y?) +pE(Z%) - (¢E(Y) +pE(Z))?
=q(V(Y)+E(Y)*) +p(V(Z) + E(Z)?)

~¢*BE(Y)? - p*E(Z)* - 2pqE(Y)E(Z)
=qV(Y) +pV(2) +pq(E(Y) - E(Z))*
2
=qa% +pA+pg (Cll —>\>
_ab+p)  pAle=29) 1o
Commentaires.

L’hypotheése d’indépendance est inutile.

Le nom V pour une variable aléatoire n’est pas des
plus heureux, sauf si '’examinateur pensait noter E
et V pour 'espérance et la variance.

[72]

Faisons un schéma de la ligne :

O,

CS

1 min /i\ 1 min 6\ 1 min
N 2/

®

2(3

Soit p € ]0, 1] le parameétre de T.

Puisqu’il y a 4 stations, numérotées 0, 1, 2 et 3,
X(2) =1]0,3].

L’évenement (X = 0) peut se réaliser la premiere
fois au temps t = 6 min, et ensuite toutes les 6 mi-
nutes, le temps d’un aller-retour sur la ligne :
+oo
U@ =6n)

n=1

(X =0)=

donc, puisque les événements (T = t) sont incompa-

tibles,
“+o0 “+o0
=0)=) P(T=6n)=> p(l—p°"
n=1 n=1
_ -~ ne  pl—p)?®
—p(l—p)5;(1—p)6 6—m-

De méme, I’événement (X = 3) peut se réaliser
pour la premiére fois pour ¢ = 3 min, et ensuite toutes
les 6 minutes :

—+o00

(X =3)=|J(T=6n+3)
n=0
donce
—ioJ!D(T—GnJrza)—M
e C1-(1-p)

L’événement (X = 1) peut se réaliser une premiére
fois pour £ = 1 min, une seconde fois au retour pour
t = 5 min, et ce schéma se répete ensuite toutes les 6
minutes :

+oo
X=1)=J((T=6n+1)U(T=6n+5))
n=0
+oo +oo
= (I'=6n+1)|U (T'=6n+5)
(Yer=ern)u(Uir=enss)
donc
+oo +oo
P(X=1)=> P(T=6n+1)+ > P(T'=6n+5)
n=0 n=0
- p p(1—p)*
T (-
Sur le méme principe,
+oo +oo
P(X=2)=> P(T=6n+2)+» P(T=6n+4)
n=0 n=0
_ p(l-p p(1—p)?
C1=(1-p° 1-(1-p)
[73] CCP18

1. Soit £ € N. D’apres la division euclidienne par 3,
il s’écrit de fagon unique k = 3¢ + r, ou r € [0, 2].
Alors, sachant que j2 =1,

Sy =1 +j3q+r +j2(3q+r)
=1+ ()15 + ()%
-1 +jT _|_j27‘
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Sir=0,1+;4+7°=3.Sir=1,14+5+;%2=0.Et puisque S3q = 3 et S3q41 = S34+2 = 0. Alors,
sir=2 1442+ j*=1+42+4=0. Finalement,

3 sik=3q > 4 T4 430 4 2(39)
Sk = {0 sinon. 32 (3q)! = Z +](3+)l]
=0 WU o 4

2‘ 1 ] X = f t t\ -
Clairement, ( E)ren forment un systéme com: X0 4 gt 4 260+

plet d’évenements. D’apres la formule des probabilités +
totales, on a donc =0 (3¢ +1)!
too +oo . .
P(Y _ 0) _ ZP(Y _ 0|X _ k)P(X _ k) +Z 1—|—33q+2 +32(3q+2)
k=0 = (3g+2)!

Comme plus haut, tout k € N s’écrit de fagon unique oo | ko ok doo ok
k=3qg+ravecr e |0,2], donc _ - J” J
10.2] _Zk!+zk!+zk!

k=0 k=0 k=0

1 sir=0,
PY=0X=k=4{ °" SN
0 sinon. =e+el +el.

Ainsi,
+o00 Commej:—lJri\/geth:j,onaejQ:?et

Py =01 = 3 x50 o
q=0

, . , 3
_ioe—l 1%4 _}f 1 e+l :2Re(ej):2e_1/2005§.
= B9 ez Bl
Avec la question précédente, écrivons artificiellement Finalement,
o0
> G
] 1
= (39) P(Y =0) = 3(e+2@1/2 cos ?)
1 (f S3q n Jf S3¢+1 n Jio S34+2 ) 16 5 V3
— 3 | | WK R V- N
3\ iz B9 m Beg+ 1 = (3g+2)! g tge s o
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