Appendice 2 : outils mathématiques de 2e année

Notions et contenus

Capacités exigibles

2. Analyse

a) gradient

b) divergence

c) rotationnel

d) laplacien d’'un champ scalaire

Relier le gradient a la différentielle d’'un champ
scalaire a t fixé.

Exprimer les composantes du gradient en
coordonnées cartésiennes.

Utiliser un formulaire fourni en coordonnées
cylindrigues ou sphériques

Connaitre I'expression de la différentielle en
fonction des dérivées patrtielles.

Utiliser le fait que le gradient d’une fonction f
est perpendiculaire aux surfaces iso-f et
orienté dans le sens des valeurs de f
croissantes.

Citer et utiliser le théoreme d’Ostrogradski.

Exprimer la divergence en coordonnées
cartésiennes.

Citer et utiliser le théoreme de Stokes.
Exprimer le rotationnel en coordonnées
cartésiennes.

Définir Af = div (grad f). Exprimer le laplacien

en coordonnées cartésiennes.
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On notera ?:O—I\/I) le vecteur position d'un point M et t la date.
FORMULAIRE OPERATEURS VECTORIELS

GRADIENT
o Y L1ou e ou
Coordonnées cylindriques gra —EUF F%Ue 57 - Uz.
s sphtrigues | 90U=20 0 1209 5, L 00
Coordonnées sphérigues ar r r oo rsing og (OB
DIVERGENCE
, . > 10 1o oA
Coordonnées cylindrigues div A= e (rA )+ o
, L WAL O (2,) 1
Coordonnées sphériques divA=— (r2A,) rsmeae( A9)+r5|n6?ago( A,).
ROTATIONNEL
18A 6A
r 69 62
Coordonnées cylindrigues EK: oA aA
07 ar
10 (pp 1A
ror- °’ roo

Coordonnées sphériques

: i(sineA)— 1 B
rsin @ 00 ?7 rsin@ op
rot A= L A 10 (p)
rsin@ op ror: °
10 (rA,) 10A,
ror: " r oo
LAPLACIEN
coordonnees cylindrigues: au=22 ( au\ 1 2°Y .a Y
ror or ) r? 002 072
2
coordonnées spheriques: AU=—— @\ 1 0 sineauw: 5 _12 aL:.
r’ ar ar ) r’sing o6 36 ) rsin?0 op

Le Laplacien d’un vecteur est le Laplacien de ses coordonnées
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DEFINITION OPRATEURS VECTORIELS

1) GRADIENT D’UN CHAMP DE SCALAIRES
a) Définition
La différentielle du champ scalaire U(? Dest:| dU= gaj u.dr+ %dt :

A une date t fixée:| dU=gradU.dr | oudr estle vecteur déplacement élémentaire.

Remarques: On note aussi gradU =VU ( V est I’opérateur nabla).

grad U est un champ de vecteurs.

N _ .
grad(scalaire) = vecteur

b) Expressions

Coordonnées cartésiennes

U(x,y,z) donc dU =

u) (2
OX dx OX dx
[@j dx{@j dy+[ﬁj dz=| M 1l ay |=| 2 U dy |=gradu.dr
OX Y,z 8y X,z oz X,y ay dz ay dz
U 5
oz oz

o (o dr=dxux+dyuy+dzuz,
& & g?adU:%U:aUax+aUay+6Uaz.
e ou 0 U OX oy 0z
gradu =| — |=| —
oy | |
Q g - -> 0 - - o
oz oz Remarque: V est donc I’opérateur: VZ& ux +a—yUy+E uz
9
OX
V=2
oy
o
0z

seulement en coordonnées cartésiennes
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p

h dl=dpu
X 0 }‘ P Up

Deplacement colinéaire a u,, :
dl =dp u, oudl =dp

En coordonnées cylindriques : Ik : u
................. e
Z .......... D o ue § u

OM=pur+zuy,
dl=dp u,+rdo us +dz

Az
z+0z 4
4 di=dzu,
dl = dz u,
Z ) ) Q7
.................... ue
M
Up
) Y
y 0
dp

Déplacement colinéaire & ug :
dl = pd0 ug ou dl = pd6 Déplacement colinéaire a u; :

di=dzu,oudl=dz

oU 5 d?zd pap+pd 496g+d ZJZ , donc:
o || o
rad’U _ lﬂ _ li U gradU:@up: 18ng:auuz.
g = » 00 = 500 op p 00 0z
] 9
0z 0z

En coordonnées sphériques :

A Ur

Déplacement colinéaire a uy :
dl=drusoudl=dr

dl =dr u, +rd0 ug + rsindbdd
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v

Déplacement colinéaire a ug :
dl =rd6 ug ou dl = rd6 Déplacement colinéaire a uy :
dl = rsin6d¢ uy ou dl = rsinBd¢

A
______ dl = rsin6d¢
- o*t .[. Ur
$rsind_t_sdo P |, ouU 0
SIS A-dd 6 oY o
C / ...... 5 or or
0 ; Ho gradU = C T
} r o0 r oo
........... jd(b} >y l oU 1 i
% o r.sin@ oe r.siné oe

Périmeétre du cercle de rayon rsing :

¢= ifrsmaw = 2nrsing dr=drur+rue+rsinddeu ¢, donc:

— o~ 10U~ 1 ouU-
gradU=—ur += ug +—— Ugp -
or r oo rsind oo

2) FLUX D'UN CHAMP DE VECTEURS

Le flux élémentaire a travers la surface (élémentaire)
orientée dX autour de M, du champ de vecteurs A (r,t) est:

Sp=A(r,1).dS=A.nd>.

b) Flux

Le flux du champ de vecteurs A(r,t) a travers la surface
~ orientée est: ¢=[ L5¢=ﬂ; AdS.

Autre notation : ¢= .[25¢:.L Kd§
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3) DIVERGENCE D’UN CHAMP DE VECTEURS

a) Définition, Théoreme d'Ostrogradski (admis)

Soit A(r,t) un champ de vecteur défini sur tout 1’espace.

- -
Il existe un unique champ scalaire appelé divergence de A et noté divA , tel que pour tout
-
volume V limité par une surface fermée S, orientée par sa normale extérieure, le flux de A a

N
travers S est égal a I’intégrale de div A sur le volume V.

ﬁs AdS— [ ﬁv divAd-.

—

Autre notation : i AdS = _[divAdr
\

IR
Remarque: div A est un champ de scalaires. dlv(vecteur scalaire

- > -

Remarque: on note aussi: divA = V. A (ou V est I’opérateur nabla).

b) Expressions

Coordonnées cartésiennes
Onpose: A =AuXx,y,z) Ux +Ay(xy,z) uy + As(xy,2) uz. y dy

On considere le cube élémentaire de volume dz=dxdydz _MX'VMV’Z)
> yxy.2) | 1>
ci-contre entourant le point M. Le flux de A a travers la surface >

Z’ >y
de ce cube est: N dx
dD= X

[Ax(x+dx,y,z) - Ad(x,y,2)] dydz + [Ay(x,y+dy,z) - Ay(x,y,z)] dxdz + [A.(Xy,z+dz) - A,(X,y,z)] dxdy

0
donc: 8@ = oA dxdydz + —Ay dxdydz + oA dxdydz = [GAX +ﬂ+%J dxdydz.
oX oy 0z ox oy oz

- - - 8
divA:V.A:8AX+ Ay+aAZ.
oX 0y 0z

Or 6@ = divz\ dz, avec: dr= dxdydz, donc:

Coordonnées cylindriques

On pose: A = AL(r,60,2) Gr + A(r,0,2) ae + Ay(r,60,2) Gz. Alors: din%%(rAJ%%ﬁS

Coordonnées sphérigues

- page 6/9-



On pose: K = A(r,6,9) Gr + A(Lr,6,¢) ae + ALr,6,¢) E(P-

o /. 0
—(sind — .
rsing o0 (sm A9)+ rsiné op (rA¢,)

> 190 \
Alors: divA= r2A h
I,2 ar( Ar/

4) CIRCULATION ET ROTATIONNEL D’UN CHAMP DE VECTEURS

a) Circulation d’un champ de vecteurs

La circulation élémentaire 6C du champ vectoriel A entre deux points voisins M et M tels que

I\m '=d ? est: &::K(r,t).d T

La circulation du champ vectoriel A entre les points M et P le long de la courbe (C) est:

Ci (C)= ] d
M A(r,t)dr.
© J.M(C) (rodr

b) Définition du rotationnel d’un_champ de vecteurs, Théoréme de Stokes (1849),
(admis)

Soit A(r,t) un champ de vecteur défini sur tout z
I’espace. Il existe un unique champ de vecteurs appelé

— -

rotationnel de A, noté rot A ou VA A tel que pour

N
toute surface ¥ s’appuyant sur un contour C fermé et n(M)

N
orienté a la circulation de A le long de C est égale au

_—> = N N
flux de rot A atravers a travers X'

 Adr=[] Totzj.ﬁ:gz[fmz}ﬁds |

Autre notation : jfc Ad F=L[ rot A].d S

— -

Remarque: rot A est un champ de vecteurs. rTJt(vecteur): vecteur

- -
Remarque: Si le champ A est a circulation conservative, c’est-a-dire si A dérive d’un champ
N

de scalaires @. A =grad ¢, alors 6 =0 pour toute courbe élémentaire dC , donc rot A=0

—_— — — = -
rot [grad ¢J:O ou VA(V¢j:O.

¢) Vecteur dérivant d’un potentiel vecteur

On dit qu’un champ de vecteurs B dérive d’un potentiel-vecteur A lorsque pour tout point M

—>

de I’espace B = rot A.
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4) Expressions

a) Coordonnées cartésiennes

6A
Il A, oA,
ox oy oz
—_— o> o
rot A=VAA= i A Ay %—%
oy 0z 0oX
0 aA 5A
A,
oz ox  ay

b)Coordonnées cylindrigues

¢) Coordonnées sphériques

A, . A
LA 0 L2 (non) L
rod oz rsin@ 00 ?7 rsin@ op
— A A — A
rot A= oA, _OA, rot A= l 0A 10 (rA )
0z or rsin@ op ror: *
10 \ 10A 10 10A,
(rA,) —(rA,
ror r oo ror r oo
5) LAPLACIEN
a) Laplacien d’un champ de scalaires
Définition
On appelle laplacien du champ scalaire U(? ;) le champ scalaire:
— ->(—> -2
AU =div[gradUJ:V.(VU jzv u.
Expressions
o°uU aZU 82U L2

AU =

En coordonnées cartésiennes: , d’ou la notation V .

ox? 8y az

LU, 10°%U 2%
o ) o o

2@\' ! a(siné’

or ) rsing o6

En coordonnées cylindriques: AUt p [
ror

ou) 1 &
06 ) r’sin?0 op*

En coordonneées sphériques: AU =ri2§[r

b) Laplacien d’un champ vectoriel

Définition
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Le laplacien d’un champ de vecteurs A (r,t) est le champ de vecteurs:

AR—grad| divA |-rot| Tot A P CHIEACIA A A CH
=grad| divA |-rot| ro ouU: AA=V VA]—V/\ VAA |V A-VA V/\A].

b) Expression en coordonnées cartésiennes

- - - -
AA=AAXU)(+AAyUy+AAZUZ.

(Le laplacien d’un champ de vecteurs a pour coordonnées cartésiennes les laplaciens de ses
coordonnées cartésiennes)

IV. APPLICATION A LA MECANIQUE DES FLUIDES

1) SIGNIFICATION PHYSIQUE DES OPERATEURS DIVERGENT ET
ROTATIONNEL

Soit une particule fluide d’épaisseur e trés mince, dont la projection a
y I’instant t dans le plan (Oxy) est un carré (OABC) de c6té a.

B C Donner les coordonnées des points O, A, B et C a I’instant t.

On modélise un écoulement plan par la donnée du champ des vitesses :
V = Vy Uy + Vy Uy .

v

0O A X

On étudie la déformation subie par la particule fluide dans le champs de vitesse v1 = a;X uy + b1y uy
ou les a; et b; sont des coefficients positifs.

Calculer divvy, rotv;.
Déterminer la vitesse v, pour les points O, A, B et C.
Représenter dans le plan cartésien la position de ces points a I’instant t+dt.

En déduire la forme de la particule a I’instant t+dt.
Calculer I’accroissement relatif de volume de la particule fluide entre t et t+dt.

Mémes questions pour le champ de vitesse Vv, = ayy Uy + aX Uy.

Mémes questions pour le champ de vitesse vz = -agy Uy + asX Uy
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