BCPST 1 DS3 2004/05
@ Atout triplet (x, y, z) de nombres réels, on associe la matrice Mix, v, z) définie par:
M(x, y, z=. Onnote I=M(1, 0, 0) et J=M(0, 1, 0).

1/ Calouler J* et J*,
2/ Etablir que I"ensemble des matrices du type M(x, v, 7) est stable par:
"addition des matrices
1a loi externe ¢'est & dire le produit par un réel gq.
3/ Montrer que le produit M{ x, v, z) . M(x", ¥', Z') peut se metire sous la forme
M(X, Y, Z). On donnera X, Y, Z en fonction de x, v, z, x°, yigl
4/ Montrer que si al +bJ +CJ? = 0, alors a=b=c=0.

On note O Iz matrice nulle de type {3, 3).

5/ Montrer que: :
My, ) M2 —yz, ey o vax ) = (xty ) [(0y) + (v2) + (2207
6/ En déduire une cns pour que M{ x, y, z) soit inversible,
Déterminer alors M1
# On dira qu'un réel 1 est valeur propre de M(x, ¥, 2) ssi Ia matrice M(x-4, v, 7) n"est
pas inversible.

af Motitrer que x+y+z est valeur propre de Mix v, 2)

b/ 51 yez , montrer qu’il 0’y a plus 4’ autres valeurs propres.

o Siy=z déterminer Uautee valeur propre de M{ x, v, ¥).
8 Onpose A=M( x, y, y).

|
-1

1 1
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b/ En déduire une matrice P carrée d’ordre 3 telle que
[ x+2y 0 0
AP=PBavecB=| 0 xy 0
0 0 =y

¢/ Déduire enfin que pour t entier naturel n on a:
A= SOy MO L 1, DGy M(2, -1, 1),
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Pour toutes suites mnn&'iq"aﬂ U= {“‘Jt}:tEﬁ ety = {HHJF:EN: on dEfnit I suite w v = w pax :

Ve, =% wvn.
=0
Partic A ; Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel 7, caleuler wy, en fonction de rr dans chacun des cas suivanls :

(a) pour tout enticr natorel w, wy = 2 ok vy, = 3.
{b) pour tout entier naturel 7, v, = 2% ef v, = 4%,
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" A Un résultat de convergenece
ko4
Dang cette guestion, la suite w est definie par: Vo€ M, u, = (%) of ¥ est une suite de réels positifs,
décrotsmante & parkic do rang 1 el de lmite nulle.

{a) Et.a.b}.i:, pour bonk couple d'entiers naturels (v, ) vérifiant n < m, Vinégalits ﬁ Uy U .
(b) Hoit 72 un entier strictement supéricur A 1. Prouver los infaalitss - —

oy £ U0+ d0n b viay b Weagn € s + 2 e,
(€} En déduire que les denx suites (wylnew o (w201 Jnen convergent vors (F ainsi que la suite (i, hyek.

i : : 13"
(d} Hoit o' la suite définie par; ¥n e B, o, = _E) . A\ I'nide de Ja question précédente, montree guae la
suibe w' % o esl convergente of de limite malle,

Partie B : Application & 'étude d'un ensemble de suites
Drmz cebibe partie, A déstene Vensemble des suites @ = (og ooy de réels positifs wérifiant ;

1
Wn EN’1 T % E[un'j'ﬂ'n—l}

= 1 Montrer que toute suite décroissante de réels positifs st éément de A ob gu'une suite strictement croissante
e peuh appartenir & A,

i
VR Bl 2= (zn}"ﬁq utie suile réelle vérifiant @ Yo e H¥, 2, = E{zr,' + zp—1 )

b [0) Mentrer qu'il existe denx constantes wielles o ot 3 tolles que Pon a

1 L
VYreM, s=a+f (_E)

Y (b Bncdéduive gu'il exdsbe des suiles appartenant & A et non menctones,



