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EXISTE-T-IL  UN  CX  MOYEN

POUR  UNE  FUSÉE ?

par Bernard de GO MARS !
version du 29/03/07

Les réflexions exposées dans notre texte Le Cx des fusées ne peuvent que nous convaincre que le Cx d’une fusée évolue durant tout son vol. Ceci surtout parce que la vitesse de l’air sur sa surface est très variable.

On peut toutefois se demander s’il est possible d’attribuer à une fusée donnée un .. Cx moyen…

L’attribution d’un tel Cx moyen (ou Cx équivalent) simplifierait en effet la vie des fuséistes : ils pourraient par exemple l’utiliser dans les formules analytiques classiques qui donnent les performances balistiques de leurs engins…

Les Formules Classiques :

Ces formules classiques ont été établies par intégration des équations différentielles du mouvement balistique (après la fin de la propulsion, donc) en considérant le Cx comme constant.

Elles sont les suivantes :

Temps balistique de culmination TBalCulm  (c‑à‑d temps compris entre la fin de la propulsion et l’apogée de la fusée) :
TBalCulm =  EQ \f( 1 ;  )
 Arctan[ EQ \r(  ;  )
 VFinProp]
où VfinProp est la vitesse acquise en fin de propulsion

g l’accélération de la pesanteur
et b = ½ρSCx /M , ce Cx étant considéré comme constant.
Hauteur balistique de culmination ou Hauteur Balistiquement Gagnée HBalGagn  (c‑à‑d hauteur d’apogée comptée depuis l’altitude de fin de propulsion) :
HBalGagn =  EQ \f( 1 ; 2b ) Ln[1 +  EQ \f( b ; g ) VfinProp²]
On note que dans ces formules intervient (outre g,  l’accélération de notre pesanteur) ce fameux coefficient balistique b , constante qui qualifie l’aptitude de la fusée à pénétrer l’air sans perdre trop rapidement de sa vitesse.

Rappelons que dans notre texte La fusée en vol balistique , nous présentons différemment ces formules en introduisant, en lieu et place de b, la notion beaucoup plus intuitive à notre goût, de ‘‘Distance Balistique’’.

Quant aux quantités :

  EQ \f( 1 ;  )
 et  EQ \r(  ;  )

, elles sont elles-mêmes, et respectivement, l’inverse de la Vitesse de Chute Stabilisée de la fusée (ou Vitesse Limite) et une durée de référence qu’on devra bien finir par appeler le Temps Balistique… Mais ceci est une autre histoire…

Dans leur pratique de tous les jours, la plupart des fuséistes misent sur un Cx de 0,3 ou 0,4 pour leurs calculs de performances. La caractérisation de ce Cx par un nombre à un seul chiffre significatif est d’ailleurs révélatrice de notre méconnaissance de ce paramètre puisque passer de 0,3 à 0,4 correspond à un saut, dans l’évaluation aérodynamique de la fusée, de 33 % ou 25 % (selon la direction dans laquelle on effectue ce saut)…

Mais revenons à notre recherche d’un Cx moyen ou équivalent…

Le Cx Moyen, en général :

Si l’on recherche un tel nombre, encore faut-il définir précisément les qualités qu’on en attend.

Par exemple, on peut chercher le Cx moyen (constant) qui, injecté dans les formules de calcul des performances ci-dessus donnera la même altitude d’apogée, ou le même temps de montée à cet apogée (il n’est pas dit que ce soit le même Cx)…  
  

Ces mêmes résultats en apogée ou en temps de montée peuvent d’ailleurs être attendus à l’issue d’un vol parfaitement vertical (ou peu incliné sur la verticale) ou passablement incliné (le Cx moyen sera sans doute différent dans chacun de ces cas).

Dans cette étude, après nous être intéressé ci-dessous à un Cx moyen arithmétique, nous allons nous en tenir à la recherche d’un Cx équivalent constant attribuant à une fusée les mêmes pertes de vitesse par traînée et gravité que les pertes que subirait la fusée réelle volant selon la même loi de vitesse, et ceci lors d’un vol parfaitement vertical.

Mais nous reviendrons sur cette option pour la justifier…

Illustrons pour commencer la variabilité du Cx des fusées.

Voici par exemple, tiré de notre texte Le Cx des fusées l’évolution du Cx total d’une fusée à feu de 53 mm de diamètre présentant un élancement d’ogive de 3 pour un élancement cylindrique de 10, les ailerons ayant une envergure unitaire et une corde moyenne d’ailerons égales toutes deux au diamètre de la fusée :
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Cx moyen arithmétique :

Si l’on se lance à la recherche de ce Cx moyen la première idée qui traversera notre esprit sera celle de prendre la moyenne arithmétique des valeurs de la courbe fuchsia ci-dessous…

Ce Cx moyen arithmétique, tiré ainsi par moyenne arithmétique des ordonnées de la courbe ci-dessus (de la vitesse 2,6 m/s à la vitesse 200 m/s) serait de 0,312  …

Pour une fusée à eau type de 0,5L dont le Cx dessinerait, de 0,6 à 50 m/s, la courbe fuchsia suivante (voir le même texte) :
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…ce Cx moyen arithmétique serait de 0,275…

C’est un premier résultat intéressant. Au moins parce qu’il nous donne une valeur unique utilisable dans un calcul simple des performances de la fusée.

Mais, disons-le tout de suite, il fait la part trop belle aux Cx des basses vitesses de la fusée.

Les courbes fuchsia témoignent que le Cx d’une fusée est plus fort dans les faibles vitesses. Une simple moyenne arithmétique accorde donc autant d’importance à ces forts Cx qu’aux autres alors qu’ils sont en réalité d’influence négligeable sur les performances de la fusée.

En effet, ce n’est pas tant le Cx qui freine la fusée que le produit CxV² de ce Cx par le carré V² de la vitesse de la fusée. Or ce carré est extrêmement faible pour les forts Cx de notre courbe fuchsia !
On conçoit alors que les Cx correspondant aux très faibles vitesses de la fusée devront être éliminés. C’est d’ailleurs ce que nous avons fait plus haut en commençant leur sommation à 2,6 et 0,6 m/s…

Malheureusement, cette méthode par élimination arbitraire ne peut pas se prévaloir d’une grande rigueur scientifique.

Retenons donc que :

Le Cx moyen arithmétique ne saurait donc être un nombre pertinent…

Néanmoins, revenons sur la méthode qui nous a permis de trouver ce Cx moyen arithmétique. Revenons-y surtout à titre d’exercice car cette méthode nous servira incessamment pour établir des moyennes beaucoup plus complexes que cette simple moyenne arithmétique :

Pour établir notre moyenne arithmétique, nous avons sommé machinalement les Cx à toutes les vitesses de la fusée (par exemple de 2,6 à 200 m/s). Puis nous avons divisé cette somme par l’étendue de plage de vitesse (ici 197,4 m/s).

Nous avons ainsi calculé la hauteur (mesurée selon l’axe vertical des Cx) d’un rectangle qui possèderait la même aire que celle que la courbe fuchsia détermine avec l’axe horizontal des vitesses…

C’est démarche instinctive. Mais il va nous être utile de nous replacer dans le cas général.

Dans ce cas général, la moyenne d’une ordonnée y sur une plage d’abscisses x d’étendue X est évaluée à partir de l’aire comprise entre la courbe de cette ordonnée et l’axe des abscisses. Cette aire s’écrit :

 EQ \i( 0 ; X ;) y dx

Chercher la moyenne arithmétique ymoy de tous les y correspond à chercher un ymoy tel que l’aire d’un rectangle de longueur X et de hauteur ymoy équivaudra à  EQ \i( 0 ; X ;) y dx. C‑à‑d chercher un ymoy  tel que :

 EQ \i( 0 ; X ;) ymoy dx  =  EQ \i( 0 ; X ;) y dx
Dans notre cas, l’abscisse x est la vitesse V de la fusée et l’ordonnée y son Cx variable Cx(v). La moyenne arithmétique recherchée sur la plage de vitesse allant de 0 à U est donc un Cx constant Cxmoy tel que :

 EQ \i( 0 ; U ;)Cxmoy dV  =  EQ \i( 0 ; U ;)Cx(v) dV
Par définition Cxmoy est une constante et peut donc être sorti de l’intégrale.

Sa valeur coule alors de source :

Cxmoy  =  EQ \f( 1 ; U )  EQ \i( 0 ; U ;)Cx(v) dV
…ce que nous avions obtenu d’instinct.

Mais retenons que, d’une façon générale, la valeur moyenne Cmoy d’une variable C(v) intervenant au côté d’une fonction f(v) et sur une plage d’abscisses V s’étendant de 0 à U doit être tirée de l’égalité :

 EQ \i( 0 ; U ;)Cmoy f(v)dV  =  EQ \i( 0 ; U ;)C(v) f(v)dV
…ce qui se traduira par :

Cmoy =  0 ; U ;) EQ \f(C(v) f(v)dV ;  EQ \i( 0 ; U ;)f(v)dV )

qui est donc l’expression générale de la moyenne d’une variable C(v) intervenant au côté d’une fonction f(v).
Cx moyen ciné-quadratique :

Nous avons dit plus haut que ce n’est pas tant son Cx qui freine la fusée que le produit CxV² de ce Cx par le carré de la vitesse de la fusée.

Tout ce passe donc comme si le carré des vitesses pondérait le Cx tout au long du vol, en donnant évidemment beaucoup plus d’importance aux Cx des grandes vitesses puisqu’à ces grandes vitesses V² est beaucoup plus fort…

L’observation sur l’importance du carré de la vitesse de la fusée étant effectuée, on peut avoir, en troisième inspiration, l’idée qu’une fusée en vol resta plus longtemps à certaines vitesses qu'à d'autres, donc que certains Cx produiront plus de conséquences que d’autres sur le bilan du freinage atmosphérique.

Ici il faut pourtant avancer à pas prudents.

Pour assurer notre réflexion, conduisons-là dans un premier temps comme si la fusée était projetée en l'air et soumise à la seule action de la gravité (sans influence de la Traînée, donc).
Cela peut paraître curieux de tenter de trouver un Cx moyen en se basant sur le mouvement d’un projectile qui n’en possèderait pas (puisque non-soumis au freinage atmosphérique) ; mais ce mouvement uniformément décéléré est un mouvement simple dont la bonne connaissance nous donne accès à la vitesse instantanée du mobile. Et la connaissance de cette loi de vitesse est déjà un renseignement très intéressant (c’est tout cas mieux que rien) pour ce qui est du temps que la fusée restera à certaines vitesses plutôt qu’à d’autre.

En réalité, la loi de vitesse d’une fusée soumise à gravité et Traînée lors d’un vol ascendant vertical  est assez différente de la loi de vitesse d’une fusée uniquement soumise à la gravité ; ceci parce que, dans le début de sa phase montante, la Traînée d'une fusée prévaut largement sur son poids. Pourtant, par chance, l’autre phénomène que nous avons déjà évoqué, celui qui veut que la Traînée dépende du carré de la vitesse, annihile les conséquences de cette prévalence de la Traînée sur le poids à haute vitesse. Mais nous reviendrons plus loin sur cette aubaine pour mieux la commenter.

Pour l’instant recherchons donc le Cx moyen sur la foi d’une loi de vitesse correspondant à un vol exécuté dans le vide, même s’il est soumis à la gravité.

La loi de vitesse que nous allons adopter comme base est donc celle d’un corps projeté vers le haut dans le vide.

Dans un tel cas, il faut se convaincre que ce corps reste autant de temps à toutes les vitesses.

En effet sa vitesse évolue, on le sait, selon la loi v = gt. Cette loi impose que, projeté par exemple à une vitesse initiale de 200 m/s, le corps perdra 9,81 m/s par seconde (et ceci pendant toutes les secondes de son vol) : Autrement dit, il restera donc un peu plus d’une seconde dans la plage de vitesse allant de 200 à 190 m/s, puis autant de temps encore dans la plage 190 -180 m/s et ainsi de suite...

Intéressons-nous à présent au cumul des pertes de vitesses par freinage atmosphérique et gravitaire endurées par la fusée depuis la fin de sa propulsion jusqu’à son apogée. Ce cumul peut s’exprimer :

 EQ \i( 0 ; T ;) ½ ρ SCx(V) V² dt /M + gT    
    

…expression où T est le temps de culmination mesuré depuis la vitesse de fin de propulsion (vitesse maximum)

V est la vitesse de la fusée prise comme celle d’un corps chutant dans le vide

et Cx(V) est bien entendu variable en fonction de la vitesse de la fusée (on le tirera de nos courbes fuchsia)…
L’idée de faire appel à ce concept de ‘‘cumul des pertes de vitesses par freinage atmosphérique et gravitaire’’ est un effet de notre intuition. Nous ne savons pas trop quelles sont les propriétés de ce cumul ; sauf qu’à l’apogée de la fusée, ce cumul vaut, par définition, la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée (la fusée, en cumulant ses pertes de vitesse par traînée et gravité, est passée de sa vitesse de Fin de Propulsion à la vitesse nulle de l’apogée).

Par contre, il n’est pas possible de prétendre à ce stade que deux fusées présentant le même ‘‘cumul des pertes de vitesses par freinage atmosphérique et gravitaire’’ réaliseront leur ascension de conserve et en particulier atteindrons la même hauteur d’apogée…

Mais nous apporterons plus loin de la clarté à ce sujet…

Se poser comme challenge de trouver le Cx moyen  qui donnerait le même freinage atmosphérique et gravitaire en vitesse (pendant le même temps), revient à chercher un nombre CxMoyCinéQuad  tel que :
 EQ \i( 0 ; T ;) ½ ρ S CxMoyCinéQuad V² dt /M + gT =  EQ \i( 0 ; T ;) ½ ρ S Cx(V) V²dt /M + gT   

Il faut voir dans CxMoyCinéQuad l’abréviation de Cx moyen ciné-quadratique (ciné est mis pour cinétique, lié à la vitesse, et quad doit faire penser que cette vitesse y intervient quadratiquement).

Remarquons que dans l’égalité ci-dessus, c’est bien le même temps balistique T qui apparaît des deux côtés de l’égalité puisque nous avons décidé d’adopter des deux côtés la même loi de vitesse.

Il apparaît donc que nous pouvons nous séparer des deux gT .

Comme nous nous sommes placés dans l’hypothèse où la fusée croise aussi longtemps à toutes les vitesses, dV/dt est constant et vaut g . On peut donc remplacer dt par la dV/g. L’égalité des intégrales donne alors :

½ ρ S CxMoyCinéQuad EQ \i( V0 ; 0 ;) V² dV/g = ½ ρ S EQ \i( V0 ; 0 ;) Cx(V) V²dV/g    

…où V0 est la vitesse de fin de propulsion.

Sur la feuille de notre tableur, ces intégrales (que, pour certaines, nous serions très embarrassés de calculer analytiquement) deviennent plus simplement des sommes Σ que l’on peut solliciter d’un clic. Les dV ne sont autres que le pas de notre tableau (pas de progression de la vitesse d’une ligne à la suivante, par exemple le m/s). On peut alors s’en affranchir et le Cx moyen ciné-quadratique recherché s’écrit alors :

CxMoyCinéQuad =  EQ \f(Σ Cx(t) V² ; Σ V² )  

Si l’on demande au tableur d’effectuer ces Σ , on obtient un Cx moyen ciné-quadratique valant :

CxMoyCinéQuad = 0,306 pour la fusée à feu présentée ci-dessus, et :

CxMoyCinéQuad = 2,62 pour la fusée à eau.

Deux coups d’œil sur les courbes d’évolution de ces deux Cx , pour la fusée à feu :
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et pour la fusée à eau :
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nous montrent que ces Cx moyens ciné-quadratiques (0,306 et 2,62) sont vraiment très proches des Cx de vitesse maximum (qui sont de 0,303 et 0, 252)…

Nous verrons plus loin que la comparaison entre les performances analytiquement calculées à partir de ce Cx moyen ciné-quadratique et les performances intégrées ‘‘graphiquement’’ par notre tableur sur la base du Cx variable plaide également en faveur de ce Cx moyen ciné-quadratique.

Cx de cumul des pertes de vitesse par traînée équivalent :

Néanmoins, cette inspiration qui nous a traversé l’esprit qu’une fusée montant vers son apogée reste moins longtemps aux fortes vitesses reprend de la pertinence pour un calcul plus précis du Cx équivalent.

En effet comme la force de traînée ½ ρSCxV² de nos engins n’est pas négligeable en comparaison de leur poids (et spécialement près de leur vitesse maximum), elles vont rester significativement moins de temps dans cette plage de grandes vitesses que dans les plages de petites vitesses (le fort freinage atmosphérique qu’elles ressentent dans les grandes vitesses les emmenant plus rapidement vers les faibles vitesses où ce freinage devient moins sensible) : à ce titre, une plume projetée à 100 m/s restera très peu de temps à cette vitesse, du fait du fort ralentissement imposé à sa faible masse d'inertie par son très fort SCxV².

L’idée est donc de pondérer le produit CxV² durant le vol ascendant de la fusée pour prendre en compte le fait que ce produit agit un peu moins longtemps aux vitesses plus fortes.

Mais sur quelles bases réaliser cette pondération des CxV²élémentaires ?

Autrement dit, peut-on estimer le temps qu’un projectile soumis au freinage atmosphérique passe dans une tranche de vitesse donnée ?

La réponse est positive, pour autant qu’on puisse se satisfaire d’une estimation.

Et nous verrons que par le hasard des choses cette estimation produit d’excellents résultats.

De fait, nous pouvons nous faire une idée assez précise de la durée Δt qu’un projectile passe dans une plage de vitesses ΔV de largeur donnée. Ce temps est en effet directement lié à l’accélération du projectile.

C’est une chose qu’on n’a pas souvent l’occasion de réaliser, mais l’accélération d’un corps est tout à fait représentative du temps que ce corps passe dans chacune de ses plages de vitesses (et ceci quelle que soit la largeur de ces plages de vitesses, que cette largeur vaille 10 km/h ou 10-6 m/s).

Ainsi, un corps capable d’une très faible accélération, comme un train ferroviaire, par exemple, passera un temps Δt valant par exemple une seconde dans la plage de vitesses ΔV allant de 1 à 2 Km/h, puis presque autant dans la plage allant de 2 à 3, etc.

Au contraire, un corps susceptibles d’une très forte accélération, comme une Formule I restera très peu de temps (Δt ≈ 3 centièmes de seconde) dans les deux même plages de vitesses ΔV…

Et, à l’extrême, un corps soumis à une accélération nulle passera un temps infini dans la plage de vitesses où il se trouve…

Ceci se conçoit facilement si l’on songe que l’accélération dV/dt est la limite de ΔV/Δt lorsque ces deux Δ tendent vers zéro…

On a donc, pour des mouvements linéarisables :

ΔV/Δt = γ        si l’on nomme γ l’accélération  
 

…soit Δt =ΔV/γ
On peut donc écrire :

Le temps qu’un corps passe dans une plage de vitesse donnée est inversement proportionnel à l’accélération dont il est l’objet.

Or, dans le domaine fuséiste, l’accélération d’un engin doté d’un Cx constant est connue. Elle vaut :

dV/dt = -bV² - g    

Nous avons repris ici le libellé du Vol de la Fusée de Gil Denis où b, le fameux coefficient balistique vaut ½ρSCx /M.

Le temps que cette fusée de Cx constant passera dans chaque plage de vitesse sera donc de :

dt =  EQ \f(1 ; -bV² - g ) dV

La rédaction de ce dt est bien sûr attachée au paramètre b d’une fusée de Cx constant.

Remarquons au passage que l’on peut tirer de cette équation :

dV = (-bV² - g) dt

Cette équation différentielle nous donne la loi d’évolution de la vitesse instantanée selon le temps (et d’ailleurs selon la vitesse). Nous possédons donc notre loi de vitesse. Répétons que cette loi est attachée à une certaine valeur de b et donc à un certain Cx constant que nous nommerons ci-dessous le Cx estimé…

Malgré cette dépendance envers le coefficient b (donc envers le Cx estimé) et à titre d’approximation raisonnable, nous allons utiliser la valeur de dt ci-dessus dans l’intégrale des pertes de vitesse par Traînée. Nous allons donc utiliser pour la fusée réelle une loi de vitesse approchée qui n’est pas la sienne mais qui est plutôt une loi de vitesse ‘‘estimée’’.

La prise en compte de cette loi de vitesse estimée se fait naturellement par le simple remplacement de dt par sa valeur, à savoir :

 EQ \f(1 ; -bV² - g ) dV

…dans le ‘‘cumul des pertes de vitesses par freinage atmosphérique et gravitaire’’ , cumul que nous avions rédigé ainsi :

 EQ \i( 0 ; T ;)   EQ \f(½ ρ S Cx(V)V²; M ) dt + gT  
Ce remplacement donne au cumul la forme :

 EQ \i( V0 ; 0 ;)  EQ \f(½ ρ S Cx(V)V²; M )    EQ \f(dV ;-bV² - g ) + gT 
Nous venons en fait de réaliser sans nous en rendre compte la pondération très intuitive que nous évoquions plus haut : Le produit Cx(v)V² est bien pondéré pour prendre en compte de la loi de vitesse estimée exprimée par :

dt =  EQ \f(1 ; -bV² - g ) dV   le coefficient b y prenant une valeur estimée…

Ce pas effectué, et dans un premier temps, la prudence va bien sûr nous faire choisir pour le Cx estimé (entrant dans le calcul du coefficient b) un Cx assez proche du Cx équivalent que ‘‘nous croyons devoir trouver’’, par exemple 0,3. Mais on verra par la suite que, dans la pratique, l’influence du coefficient b sur le Cx équivalent que nous recherchons est très faible. Le choix de ce Cx estimé s’avèrera donc assez libre.

Quant à la Masse à Sec de la fusée (sa masse balistique) elle nous est connue. Pourtant, la très faible influence de b nous conduit à penser que le choix de cette masse est également assez libre (ce pourra donc être la masse estimée au stade de l’avant-projet).

Voici, pour mémoire, la valeur de cette pondération   EQ \f(1 ; -bV² - g )  pour la fusée à feu précédemment évoquée :
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et pour la fusée à eau type de 0,5 L :
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Cette pondération ne paraît donc pas négligeable. Nous n’indiquons pas ici l’échelle de cette représentation puisque seules les valeurs relatives de cette pondération ont de l’importance : elles vont ici de 0,3 ou 0,4 pour les fortes vitesses et à l’unité pour la vitesse minimum…

Ces nombres 0,3 ou 0,4 , à la gauche des graphes ci-dessus, nous informent sans ambiguïté que la fusée passe dans une plage donnée de vitesse  0,3 ou 0,4 fois moins de temps à pleine vitesse qu’à des vitesses proches de zéro…

Incidemment, nous pouvons quand-même préciser que ces même valeurs figurent l’inverse de l’accélération subie par la fusée. Cette accélération va ainsi de 3,6 g en fin de propulsion à 1 g à l’apogée pour la fusée à feu et de 2,6 g   à 1 g  pour la fusée à eau (1 g représentant évidemment l’accélération de la fusée lorsque la Traînée se fait négligeable, à l’approche de l’apogée)…

Il faut d’ailleurs observer que la pondération  EQ \f(1;-bV² - g ) s’effectue bien sur le produit SCx(v)V² , donc sur un terme auquel l’intégration accordera beaucoup plus de poids dans les hautes vitesses : c’est là un phénomène qui minimise l’influence de ladite pondération (cette pondération est en effet elle-même pondérée par une autre pondération beaucoup plus forte, puisque quadratique).

Voici d’ailleurs l’évolution de ces différents termes lors de l’ascension de la fusée à feu vers son apogée :
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Le Cx variable est en fuchsia, la pondération selon le temps passé aux différentes vitesses est toujours en bleu, la courbe jaune (de forme parabolique) représente le produit Cx(v)V².

On doit admettre que cette courbe jaune oblitère complètement les variations du Cx aux faibles vitesses.

Et ce n’est pas la pondération bleue de cette courbe jaune qui redonnera de l’importance à ses infimes variations dans sa partie droite : la pondération n’amplifie en effet (d’un facteur2,5 à 3) que des variations décidément trop faibles.

La courbe rouge donne le résultat de cette pondération, à savoir le produit Cx(v)V² pondéré selon le temps passé aux différentes vitesses, à savoir :

 EQ \f(Cx(V)V²; bv²+g )
…quantité qui, aux constantes  EQ \f(½ ρ S ; M ) près, représente bien les valeurs instantanées de la perte de vitesse occasionnée par le Cx variable Cx(v)  durant un vol respectant une loi de vitesse estimée  
 …

Ceci établi, continuons à cheminer plus avant dans notre recherche d’un Cx constant.

Nommons ce Cx constant Cxéquiv : par définition, il produira le même bilan des pertes de vitesse lors de l’ascension de la fusée selon notre loi de vitesse estimée.

Le bilan de Traînée de ce Cx constant est de même :

 EQ \i( 0 ; T ;)  EQ \f(½ ρ S CxéquivV²; M ) dt +gT
Comme la valeur de dt est également dt =  EQ \f(dV ; -bV² - g )  
  , l’égalité des deux bilans (celui du Cx variable et celui de Cxéquiv ) s’écrit :

 EQ \i( 0 ; T ;)  EQ \f(½ ρ S Cxéquiv V²; M )   EQ \f(dV ; -bV² - g ) +gT =  EQ \i( V0 ; 0 ;)   EQ \f(½ ρ S Cx(V)V²; M )   EQ \f(dV ; -bV² - g ) + gT 
Dans la mesure où le temps de monté à culmination T (depuis la hauteur de fin de propulsion) est égal des deux côtés de l’égalité  
  , on dégage, après simplification :

 EQ \i( V0 ; 0 ;) Cx(V)  EQ \f(V²dV ; -bV² - g ) = Cxéquiv  EQ \i( V0 ; 0 ;)  EQ \f(V²dV ; -bV² - g )
d’où il nous sera aisé de tirer Cxéquiv :

Cxéquiv = V0 ; 0 ;) EQ \f( EQ \f(Cx(V)V² ; -bV² - g ) ;  EQ \i( V0 ; 0 ;) EQ \f( V² ; -bV² - g ) )

Exécutée sur notre saint tableur, cette intégration s'exprime par :

Cxéquiv = (V)V² ; -bV² - g ) EQ \f(Σ  ;Σ  EQ \f( V² ; -bV² - g ) )
  
…ces deux sommes étant effectuées depuis la vitesse maximum (de Fin de Propulsion) à la vitesse zéro de la culmination.

Chaque ligne de notre tableau est consacrée à une vitesse différente, cette vitesse évoluant de ligne en ligne au pas du m/s, par exemple…

On note d’ailleurs dans cette expression que notre fameuse pondération 1/(bV²+g) est présente aussi bien au numérateur qu’au dénominateur, ce qui présage de rendre le Cxéquiv  encore moins sensible aux variations du coefficient balistique b !

Le résultat de cette intégration graphique par notre tableur est à la hauteur de nos attentes. Par exemple pour la fusée à feu déjà définie ci-dessus, dont le Cx suit la courbe fuchsia :
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on trouve comme Cx équivalent :

Cxéquiv  = 0,307

Et pour notre fusée à eau type dont le Cx est  :
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Cxéquiv  = 0,264

Force nous est de reconnaître que ces deux Cx équivalents de 0,307 et 0,264 sont assez proches des Cx moyens ciné-quadratiques (basés sur l’intégration du Cx(v) V² ) que nous avions comptés pour :

0,306 et 0,262.

Ceci nous semble au passage légitimer l’usage de ce Cx moyen ciné-quadratique…

Mais continuons dans l’analyse de notre Cx équivalent : Pour notre plaisir, le Cxéquiv qui nous est donné par cette intégration graphique des plus légères se révèle, comme prévisible, très peu sensible au choix du Cxréf qui a été opéré pour le calcul préalable de b.

En effet, nous avions choisi 0,3 pour ce Cx de référence Cxréf, mais si nous nous déplaçons ce Cxréf dans la plage de 0,2 à 0,5, nous obtenons pour cette dernière fusée à eau type :

Cxréf = 0,2 ( Cxéquiv  = 0,2639

Cxréf = 0,3 ( Cxéquiv  = 0,2645
Cxréf = 0,4 ( Cxéquiv  = 0,2650
Cxréf = 0,5 ( Cxéquiv  = 0,2654
soit une quasi-insensibilité à cette évolution…

De même, pour la fusée à feu, le balayage de la même plage de Cxréf de 0,2 à 0,5 ne fait passer notre Cxéquiv que de 0,3067 à 0,3074…
Au demeurant, il est extrêmement simple, dans une deuxième intention de prendre pour Cx de référence Cxréf le Cx équivalent que nous venons de trouver.

Le Cxéquiv de second ordre qui nous est alors donné par le tableur est très proche de celui annoncé ci-dessus. À savoir :

0,3070 au lieu de 3072 pour la fusée à feu

et 0,2645 au lieu de 0,2649 pour la fusée à eau.

Ce serait donc pratiquer un acharnement analytique que de ne pas s’en tenir à notre Cx équivalent de première intention (basé sur un Cx de référence et (ou) une Masse à Sec assez librement choisis)

Pour terminer cependant sur ce problème du Cx équivalent, nous avons la satisfaction de vérifier que le cumul des pertes par traînée que nous avons défini comme étant :

Σ  EQ \f(Cx(V)V² ; -bV² - g )
ou bien sûr :

Cxéquiv Σ  EQ \f(V² ; -bV² - g )
…est proportionnel à celui que nous permet de connaître la formule analytique du Vol de la Fusée pour la fusée de Cx constant Cxréf .

En effet, le Vol de la Fusée donne le Temps Balistique de Culmination de cette fusée de référence  
 :

TBalCulm =  EQ \f( 1 ;  )
 Arctan[ EQ \r(  ;  )
 VFinProp]
où VfinProp est la vitesse acquise en fin de propulsion

g l’accélération de la pesanteur
et b = ½ρS Cxréf /M , ce Cxréf étant constant.
Ce Temps Balistique de Culmination est donc facilement connu en fonction de VFinProp et du coefficient balistique b basé sur Cxréf …

Comme nos trois fusées (la fusée de référence de Cx égal à Cxréf, la fusée réelle à Cx variable Cx(v) et la fusée à Cx constant cherché Cxéquiv )  respectent par définition la même loi de vitesse (laquelle est basée sur le Cx de référence Cxréf ) le ‘‘cumul de pertes par traînée en phase balistique’’ de chacune de ces fusées est simplement proportionnel à leur Cx…

Ce que vérifie notre tableau…

Inutile de préciser d’ailleurs qu’il nous est loisible d’utiliser dans cette formule du Temps Balistique de Culmination non pas un Cxréf  quelconque mais le Cxéquiv que nous aura donné notre tableau informatique…

Fondée sur cette base, la loi de vitesse des trois fusées sus-dites sera très proche de la loi de vitesse que respectera la fusée réelle en vol réel : cette loi ne recèle plus que le défaut d’être fondée sur un Cx constant alors que le Cx de la fusée réelle est variable. Mais nous savons que le Cx équivalent est très proche des valeurs du Cx variable qui comptent le plus dans le cumul des pertes de vitesse (les valeurs des grandes vitesses).

Les temps et altitude de culmination calculés analytiquement sur cette base seront donc très proches du temps réel. Mais nous y revenons ci-dessous…

Justification de notre utilisation du cumul des pertes de vitesse par traînée.

À ce stade de notre réflexion, nous avons donc dégagé, un Cx équivalent Cxéquiv  à cause duquel une fusée subira le même ‘‘cumul des pertes par traînée et par gravité’’ qu’une fusée dotée d’un Cx variant avec sa vitesse, ces deux fusées volant selon une loi de vitesse basée sur un Cx constant Cxréf  
Ce résultat nous paraît intéressant. Mais il faut à présent revenir sur le fait que, comme nous l’avons écrit plus haut, il n’est pas possible de prétendre que ces fusées présentant le même ‘‘cumul des pertes de vitesses par freinage atmosphérique et gravitaire’’ réaliseront leur ascension de conserve et en particulier atteindrons la même hauteur d’apogée au même instant…

Ceci parce que la Traînée de la fusée réelle est variable et que cette variabilité produit une loi de vitesse différente…

Bien sûr nous caressons l’espoir que cette différence ne sera pas trop forte et donc que l’altitude d’apogée ainsi que la date de celle-ci ne seront pas trop différents non plus de ceux que nous pouvons désormais calculer facilement à partir du Cx équivalent Cxéquiv …

Voici d’ailleurs le temps de culmination produit par un tableau intégrant le Cx variable d’une fusée Cariacou tout au long d’une phase balistique verticale (diamètre 45 mm, 1,25 Kg , 125 m/s) :

TBalCulm = 11,24909 s
Le même temps balistique, calculé analytiquement selon la formule en ArcTan à partir d’un Cx estimé de 0,4 (volontairement différent du Cx équivalent) est de 11,1000.

Le même temps balistique, calculé analytiquement à partir du Cx équivalent de 0,355 trouvé par notre tableau vaut  11,24842 s.

Les différences sont négligeables ; et encore ne savons–nous pas si elle ne provient pas de notre méthode d’intégration rapide graphique…

Quant à la hauteur atteinte au moment de la culmination, notre tableau d’intégration graphique nous la donne pour :

HBalGagn = 660,3197 m
La formule analytique du vol de la fusée, à savoir  :

HBalCulm =  EQ \f( 1 ; 2b) Ln[1 +  EQ \f( b ; g )V²FinProp]
donne, quant à elle 659,786 m, ceci pour un b utilisant notre Cx équivalent.

Pour une fusée à eau type de 0,5 L, ces chiffres sont de 81,9568 m et 3,8069 s contre 81,8617 et 3,8100 s pour le calcul analytique.

Les différences que l’on constate sont donc minimes.

Ce qui valide notre Cx équivalent.

L’honnêteté nous impose d’effectuer également les mêmes comparaisons avec le Cx ciné-quadratique que nous avons défini plus haut.

Pour la fusée à eau type, le calcul analytique à partir du Cx ciné-quadratique donne  82,150 et 3,818 s alors que le tableau d’intégration donnait 81,9568 m et 3,8069 s.

Pour la fusée Cariacou, le calcul analytique à partir du Cx ciné-quadratique donne 660,0335 et 11,2512 s quand le tableau d’intégration donnait 660,3197 m et  11,24909 s.

Il semble donc que dans la pratique (pour une phase balistique verticale) l’usage de notre Cx ciné-quadratique soit tout à fait justifié.

Lorsque les paramètres de lancement seront différents (en particulier pour un vol qui ne sera pas pleinement vertical) et bien que cette étude reste à faire, ce Cx ciné-quadratique devrait pouvoir constituer également une première approche du Cx moyen altimétrique…

Justification de la comparaison du cumul des pertes par traînée pour des mobiles respectant des lois de vitesse différentes :

Ces bons résultats pratiques étant établis, posons quand-même le problème général de mobiles aériens accumulant les mêmes ‘‘pertes de vitesse par traînée et gravité’’ mais respectant des lois de vitesses différentes : quelle distance, par exemple,  vont-ils parcourir dans le même temps ?

Imaginons quatre de ces mobiles aériens, soumis à la gravité et projetés dans l’air à 200 m/s verticalement et vers le haut…

(Le premier est freiné de ces 200 à zéro par la gravité et une traînée proportionnelle à sa vitesse. Ce type de loi de vitesse correspond au régime dit de Stockes et est réservé à des mobiles tombant très lentement, tels que les gouttes d’eau d’un brouillard ou les grains de poussière dans un milieu aqueux). Nous appliquons quand même ce type de mouvement à ce premier mobile.

(Le deuxième mobile est freiné classiquement par la gravité et selon le carré de sa vitesse pour arriver à la vitesse nulle au même instant.

(Le troisième est freiné par la gravité et selon le cube de sa vitesse.

(Un quatrième mobile, enfin, est freiné par la gravité et selon deux régimes : en application d’un premier Cx pour les hautes vitesses et d’un deuxième, 5 fois plus fort pour les basses vitesses. Une telle loi de vitesse est typique du mouvement des sphères dont le Cx, à un certain nombre de Reynolds, est brusquement quintuplé. Ce phénomène est évidemment utilisé par les rois du ballon rond pour tromper leurs adversaires par des trajectoires plus complexe que prévisible).

Voici l’évolution des vitesses de ces quatre corps, ainsi que l’évolution de la distance qu’ils ont parcourue depuis le temps t = 0 … 
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Le mobile freiné au prorata de sa vitesse (régime de Stockes) est représenté en blanc.

Le mobile classiquement freiné comme le carré de sa vitesse est en bleu dense.

Le mobile freiné comme le cube de sa vitesse est en rouge.

Et celui présentant deux Cx est en bleu clair.

La verticale bleu clair est la vitesse à laquelle le Cx de ce dernier mobile quintuple. Ce quintuplement produit un angle visible sur la courbe des vitesses.

Si l’on porte son attention sur les distances parcourues par ces quatre mobiles, on doit constater que, bien qu’ils finissent l’expérience au même instant à la même vitesse nulle (nous avons ajusté leur Cx pour obtenir ce résultat), ils ne sont pas parvenus à la même altitude.

D’une façon générale, plus la réduction de vitesse est opérée tôt dans le mouvement et moins la distance parcourue sera importante.

Mnémotechniquement, on peut dire que plus le corps freine tard et plus il gagne d’altitude dans un vol de durée donnée…

Mais les deux expériences qui nous intéressent le plus sont les deux expériences représentées en bleu : la distance parcourue par le corps présentant deux Cx (dont celui des hautes vitesses est le plus faible) est la plus importante.

Bien sûr, si le Cx de ce dernier mobile ne croissait que d’un facteur 2 et à une vitesse plus faible (100 m/s, par exemple), son bénéfice en chemin parcouru serait beaucoup plus faible :

Ce bénéfice n’est que de moins de 9 m (1,2 %) pour les paramètres donnés à l’instant :
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(le calcul de l’altitude est arrêté à l’apogée de chaque mobile)

Et bien sûr, plus le changement de Cx se produit à faible vitesse et moins ce changement a d’influence en termes de distance parcourue…

C’est ce qui se passe dans le cas du Cx variable de nos fusées.

Bernard de GO MARS !
Le 29/03/07

� Apogée est masculin…


� On reconnaît l’action de la Traînée ½ ρ SCx(V) V² sur la masse d’inertie M et l’action de la gravité.


� C’est d’ailleurs comme cela que l’on calcule l’accélération moyenne d’un mobile : Calculons par exemple celle d’une voiture qui passe de 0 à 100 Km/h (soit ~28 m/s) en 10 s. Son accélération moyenne est la largeur de la plage de 0 à 100 Km/h (soit ~28 m/s) divisée par 10 secondes. L’accélération moyenne est donc de 2,8 m/s, soit moins d’un tiers de g).


� C�à�d que l’évolution des vitesses dans le temps n’est pas la véritable évolution mais une évolution type calculée à partir d’un certain Cx constant, ce Cx affectant une valeur au coefficient balistique b présent au numérateur de la pondération…


� Ici encore nous plaçons notre fusée sous une loi de vitesse estimée dépendant de b et donc d’un certain Cx estimé…


� Puisque la loi de vitesse est la même des deux côtés, cette vitesse et l’altitude qui en est l’intégration, ainsi que le temps passé en vol sont également les mêmes des deux côtés…


� nous avons déjà donné cette équation au début de ce chapitre
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