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pour générer une fraction, frapper généfract + espace
SOUSTRACTIF ATMOSPHÉRIQUE À LA VITESSE DE TSIOLKOVSKI

 Voir le tableau Excel :

C:\Mes documents\Mes Documents\STABILITE & PROP\BALISTIQUE\Perte de VFinProp par Traînée Monoétage2.xls

C’est en 1887 que Tsiolkovski publia, dans son ouvrage «   ? » la formule qui ouvrait la voie à la conquête de l’espace. Cette formule donne la vitesse à attendre d’une fusée à l’issue de sa phase propulsive : 

Formule (1) (de Tsiolkovski)

VFinProp = Véject.Ln(Rapport de Masses) - g.T

Dans cette formule, Véject est la vitesse d’éjection, supposée constante, de la masse d’appui éjectée par les moteurs 
 . g est la gravité de la planète dont la fusée cherche à se soustraire et T est la durée de la phase propulsive.

D’autre part, cette formule est établie en supposant nulle la résistance de l’air.

Dans le texte ci-dessous, nous appellerons Vitesse de Tsiolkovski d’une fusée sa vitesse de Fin de Propulsion tirée de cette formule VFinProp = Véject.Ln(Rapport de Masses) - g.T.

De même, il nous arriva d’appeler Altitude de Tsiolkovski l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée tirée de l’intégration de cette Vitesse de Tsiolkovski, c-à-d sans tenir compte de la résistance de l’air. Le calcul de cette Altitude de Tsiolkovski est effectué en fin de texte.

ANALYSE  DE  LA  FORMULE  DE  TSIOLKOVSKI

En première analyse de cette formule, il peut apparaître que la vitesse de fin de propulsion ne dépend pas du débit des moteurs mais uniquement du Rapport de Masses et de la Vitesse d’Éjection. C’est à dire, par exemple, qu’une fusée dont la base n’émettrait qu’un très mince dard de gaz enflammés (à une grande vitesse d’éjection cependant) pourrait acquérir une vitesse comparable à une fusée éjectant, comme on le voit à Kourou ou à Cap Kennedy, des dizaines de tonnes des gaz brûlés par secondes.

Ce n’est pourtant qu’une impression, car le temps de propulsion lui-même est immédiatement lié au débit massique, par le quotient q = Masse d’appui/Véject : Si ce débit est faible (pour une très faible section de tuyère, à vitesse d’éjection donnée) le temps de propulsion sera très important : la gravité agira donc sur la fusée un temps plus long et la vitesse de fin de propulsion s’en trouvera diminuée en proportion.

Par contre, en l’absence de gravité ou en impesanteur (cas des vaisseaux spatiaux déjà satellisés) quand g se trouve annulé, le débit massique devient effectivement un paramètre indifférent  
 . Cette configuration est celle des vaisseaux accélérés par moteurs ioniques ou à plasma, vaisseaux qui présentent des débits massiques ridiculement faibles, et qui pourtant offrent de très forts gains en vitesse de fin de propulsion et des rendement énergétiques sans comparaison. 

CAS DES FUSÉE TERRESTRES

Revenons à la formule de Tsiolkovski appliquée à la propulsion de fusée dans l’atmosphère de notre planète.

Nous avons déjà précisé qu’elle donne la Vitesse de Fin de Propulsion (appelée par nous Vitesse de Tsiolkovski) en supposant nulle la résistance de l’air, c-à-d le freinage subi par la fusée dans sa traversée de l’atmosphère.

Cette approximation est parfaite lorsque l’engin spatial décolle d’une planète dénuée d’atmosphère ou développe sa phase propulsive au-dessus de l’atmosphère de cette planète.

Mais dans le cas d’une fusée décollant de la surface de notre planète, elle conduit inévitablement à une erreur. Ce cas est d’ailleurs celui qui nous intéresse le plus, puisque nous destinons ce texte à l’usage des fuséistes amateurs.

Est-il possible d’estimer cette erreur et même de fixer une limite à cette erreur ?

C’est ce que nous allons tenter.

Avant de nous lancer dans ce travail, il nous faut cependant revenir sur un fait : La fameuse formule de Tsiolkovski ci-dessus est souvent utilisée pour prédire la Vitesse à l'instant de la fin de Propulsion.

Pourtant, à tout instant, en cas de panne du moteur, la vitesse atteinte est calculable d'après la formule de Tsiolkovski, et donc le rapport de masse atteint au moment de la panne. En effet, cette formule de Tsiolkovski n’exige pas qu’on y spécifie si la fin de propulsion s’est produite du fait que les réservoirs se sont trouvés à sec ou du fait d’une panne  
 . La formule demande juste qu’on y précise le Rapport des Masses de la fusée à l’instant de la fin de propulsion (que celle-ci intervienne par défaut de carburant ou par panne d’une quelconque turbo-pompe).

On comprend alors que le Rapport de Masses peut être un rapport instantané 
 , atteint à un instant donné et donc que la démarche de Tsiolkovski nous donne également accès à la vitesse atteinte à chaque instant de la fusée…

Pour connaître cette vitesse instantanée de la fusée, on doit juste présenter la formule comme suit :

Équation (2)
V(t) = Véject.Ln(R(t)) -g.t

équation (2) où :

( R(t)est le Rapport de Masses atteint à l’instant t, soit le rapport M0/M(t)) , avec M0 la masse de la fusée sur le Pas de Tir à l'instant t = 0 et M(t) la masse instantané de la fusée.

( M(t) vaut évidemment M0 – qt , si q est le débit massique.

Répétons encore que cette formulation donne une approximation par excès de la vitesse de la fusée à chaque instant t  (‘‘par excès’’ du fait qu’il n’a pas été tenu compte dans sa détermination de la traînée atmosphérique qui a pourtant bien freiné la fusée depuis le décollage jusqu’à l’instant t ).

Mais dès lors que nous disposons de cette vitesse instantanée par excès, nous pouvons nous enticher d’en déduire la traînée instantanée (qui sera alors déduite par excès également). Cette approximation par excès de la traînée instantanée peut s’écrire :

F< ½ ρ SCx V(t)².

Le bilan des forces instantanées sur la fusée en devient alors :

ΣF < -g M(t)+ P - ½ ρ SCx V(t)²

où :

( M(t) est la masse instantanée de la fusée = M0 - qt (q = débit massique supposé constant)

( et P est la Poussée de son moteur (supposée également constante)

Et l’on sait depuis Newton que ΣF = γ.M(t)   formule fondamentale de la dynamique ou γ est l’accélération instantanée et M(t) la masse instantanée de la fusée à l’instant t.

Si l'on donne sa valeur surestimée à cette vitesse V(t) on obtient :

 

γ.M(t) < -g M(t) + P - ½ ρ SCx {Véject Ln[R(t)] -g.t)}²

 

L’accélération γ est donc déductible de cette inégalité en divisant tous les termes par M(t) .

Nous pouvons alors songer à intégrer cette accélération sur le temps t (ce qui nous donnera la vitesse instantanée V(t)à chaque instant) 
  :

V(t)=∫γ.dt < ∫-g dt + ∫  EQ \f(Pdt;M(t))  -∫ EQ \f(½ ρ SCx [Véject LnR(t) -g.t]² dt; M(t))
Ce qui, en développant le carré de la dernière intégrale, donne :

Équation (3)
V(t)=∫γ.dt < ∫-g dt + ∫  EQ \f(Pdt;M(t))  -∫ EQ \f(½ ρ SCx [Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t) + g²t²] dt; M(t))
l’ensemble des intégrations étant à effectuer de t = 0 à t = t  .

Notons que tous les termes de ces intégrations peuvent être exprimés par rapport au temps (en particulier M(t) et R(t)), ce qui est la condition nécessaire à l’intégration.

Notons aussi que les deux premier termes sont ceux que Tsiolkovski a intégrés pour découvrir sa célèbre formule : Leur intégration ne présentera donc pas de difficultés.

Nous avons réalisé ‘‘graphiquement’’ 
 l’intégration de cette équation (3).Voici, pour une fusée à eau de 1,5L et de 100g de masse à vide 
 , le graphe montrant la valeur de cette vitesse instantanée V(t) (en jaune). Cette courbe jaune (établie par une méthode ‘‘graphique’’) préfigure donc notre projet de correctif analytique. On peut ici la comparer avec la vitesse instantanée de Tsiolkovski (en violet) ainsi qu’avec la vitesse instantanée réelle de la fusée, celle que nous cherchons au bout du compte, obtenue facilement par l’intégration graphique de l’équation différentielle complète ( courbe rouge) 
 .

Il est patent que, même en Fin de Propulsion, les courbes rouge (vitesse réelle) et jaune (vitesse corrigée) sont très proches.

Le point isolé rouge cerclé de noir représente la vitesse de Fin de Propulsion calculée d’après l’intégration du Vol de la Fusée. Cette intégration est réalisée en considérant la masse de la fusée comme constante durant la propulsion et égale à la somme de la Masse à Vide et de la moitié de la Masse d’Appui. On voit que ce réflexe d’ingénieur ne fonctionne pas ici (il faudrait sans doute, vu le grand Rapport de Masses Final des fusées à eau, prendre une autre masse supposée constante pour l’intégration) 
 :
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Au vu de ce graphe, on note que la vitesse prédite par Tsiolkovski(courbe violette) n’est pas si mauvaise, par rapport à la vitesse réelle (courbe rouge), du moins dans cette configuration de paramètres. Ceci est principalement dû au fait que la traînée, si elle existe bien 
 , ne dispose pas d’assez de temps pour freiner significativement la fusée : lorsque le Temps de Propulsion est bref, la formule de Tsiolkovski approche donc tout à fait bien la vitesse réelle de fin de propulsion.

Allongeons alors le temps de propulsion. Portons le à 4 secondes, ce qui est extrêmement long pour une fusée à eau et devrait laisser au freinage atmosphérique suffisamment de temps pour se faire sentir sur la vitesse de Fin de Propulsion :
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La vitesse réelle est effectivement sensiblement plus faible que la Vitesse de Tsiolkovski. Quant à la vitesse du Vol de la Fusée, elle n’a pas gagné en précision.

Ces constatation sont d’ailleurs plus aisées si nous effectuons un zoom sur la partie terminale de la propulsion :
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Le résultat annoncé par Tsiolkovski n’est donc pas si mauvais, du moins dans cette configuration de paramètres, mais son erreur maximum se produit pour la vitesse de fin de propulsion, qui est justement celle qui a le plus de prix pour nous.

Attention cependant : il convient de rendre à César ce qui lui appartient : la vitesse de Fin de Propulsion donnée par le vol de la fusée redevient tout à fait compétitive dès lors que l’on traite de fusées à feu. Voici le même graphe des vitesses, établi pour une fusée propulsée par un moteur Koudou :

 ce graphe sera à reconstruire avec de véritables paramètres moyens.
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Ici, la vitesse prédite par Gil Denis est tout à fait similaire à celle prédite par notre tableau (et, incidemment à la préfiguration ‘‘graphique’’ de notre vitesse analytiquement corrigée).

Les écarts entre les différentes courbes de vitesses étant constatés sur les graphes, il faut insister sur le fait que nous ne cherchons pas à produire un logiciel prédisant la vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée en prenant en compte sa traînée atmosphérique 
  : nous cherchons à affiner analytiquement le pronostic de cette même vitesse.

CALCUL  DE  NOTRE  CORRECTIF  ANALYTIQUE  

DE  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

Concentrons nous donc sur la dernière intégration de l’équation (3), qui nous donnera, par excès, ΔV(T) , la perte de vitesse occasionnée par la traînée durant la phase propulsive :

ΔV(T) =∫  EQ \f(½ ρ SCx [Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t) + g²t²] dt; M(t) )  

Si l'on retire de l'intégrale, comme constant, ½ ρ SCx , il s'agit donc de calculer :

Équation (4)
∫  EQ \f([Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t)+ g²t²] dt; M(t) )
 

avec R(t) = M0/(M0-qt) 

… cette intégration devant être effectuée (mais ce n'est même pas obligatoire) de 0 à T, date de fin de propulsion 
 .

LA  LOGIQUE  DE L’INGÉNIEUR

Entendons-nous bien : nous allons calculer ici la perte de vitesse de fin de propulsion causée par la traînée aérodynamique, et ceci d’après une vitesse établie par excès d’après la formule de Tsiolkovski qui ne tient justement pas compte de cette traînée.

Cette logique est un peu particulière, mais elle est parfaitement correcte, du moins autant que l’on précisera que la perte de vitesse ainsi trouvée est approchée par excès.

Remarquons d’ailleurs que c’est typiquement une logique d’ingénieur.

La valeur par excès que nous trouverons sera d'autre part très intéressante parce qu'elle fixe la valeur inférieure de la vitesse, celle que la fusée atteindra à coup sûr . 

En d’autres termes, toute fusée atteint en fin de propulsion une vitesse située entre la vitesse de Tsiolkovski et cette vitesse de Tsiolkovski diminuée de notre valeur de la perte de vitesse par traînée calculée par excès.

Ce constat est d’une grande utilité puisque, sans lui, nous ne pouvons, en toute rigueur mathématique, situer la vitesse réelle de fin de propulsion qu’entre la vitesse de Tsiolkovski (calculée sans la traînée) et zéro.

La suite de ce texte montrera, tout comme les graphes présentés ci-avant l’ont fait, que, pour les fusées à propulsion très brève, le fameux excès n’est pas si important que ça, ce qui signifie que la fourchette définie ci-dessus n’est pas d’une très grande largeur… Et pour les propulsions plus longues ?    

RÉSULTAT  DE  L’INTÉGRATION 

de la perte de vitesse de Fin de Propulsion due à la traînée atmosphérique

L’intégration de l’équation (4) est quelque peu fastidieuse. Nous en faisons l’économie dans ce texte 
  .Son résultat donne la valeur par excès du correctif ΔV(T)  recherché. Nous allons appeler Amendement ce correctif.

Cette valeur n’est pas très simple ; elle se présente comme la somme des trois termes suivants, où R représente le rapport de masses atteint en fin de propulsion (c-à-d celui qu’on évoque le plus souvent) :

(Amendement 1 à la vitesse de Tsiolkovski)

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln 3R}
- ½ ρ SCx { -  EQ \f(2gVéjectM0  ; q² )  [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
- ½ ρ SCx { EQ \f(g²M0²  ; q3 )  [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T , l’instant de fin de propulsion,
q le débit massique Q/T , supposé constant.

Il convient ici de remarquer que cet amendement peut également prendre un caractère instantané : En effet, si nous avons précisé sous l’encadré que R est le Rapport de Masses Final à T l’instant de fin de propulsion, rien ne nous empêche de prendre T comme une portion du temps réel de propulsion (on l’écrira alors à nouveau t).

Cette instantanéisation de notre amendement pourrait fort bien servir dans de nouveaux calculs mathématiques. 

Autre présentation de ce résultat :
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 dans les trois termes ci-dessus. On obtient alors :

(Amendement 1’ à la vitesse de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes)

-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) {  EQ \f(Véject² T ; 3 ) Ln 3R}
-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) { -2gT² Véject (1- EQ \f(1;R)) [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) {g² T3 (1- EQ \f(1;R))2 [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

Dans cette nouvelle rédaction de notre premier amendement, le temps de propulsion T apparaît plus nettement et, surtout, le paramètre Q (la masse d’appui, c-à-d de poudre ou de carburant ou d’eau pour les fusées à eau) indique la taille de la fusée (Q est évidemment proportionnel à la Masse de la fusée sur le Pas de Tir et représente souvent la puissance chimique du carburant embarqué)(pour les fusées à feu lancées par des amateurs, Q est lié au type de moteur à poudre utilisé, comme d’ailleurs T).

C’est parce que Q et T apparaissent nettement dans cette nouvel écriture de l’amendement, que nous la qualifions de ‘‘à l’usage des pyrofuséistes’’.

Nous verrons plus loin qu’il existe encore une autre rédaction de cet amendement analytique ainsi que des approximations de ces rédactions…

ANALYSE  DE  CE  RÉSULTAT

Le premier terme est toujours négatif (dans la mesure où, R étant toujours supérieur à 1, le Ln est toujours positif). Il ne comporte aucune référence à la gravité. Pour cette raison, nous verrons qu’il devient primordial pour les très brefs temps de propulsion, cas où la gravité peut être négligée

Le troisième terme est toujours négatif ce qui apparaît plus clairement dans l’équation (3) où son précurseur est rédigé en+g²t² placé sous le signe moins de l’intégration. Sa valeur absolue est donc à retrancher à la vitesse de Tsiolkovski. Ceci peut paraître curieux étant donné que ce terme semble représenter l’action de la pesanteur (par le terme g²) action qui, réduisant la vitesse aérodynamique instantanée, réduit aussi la traînée et tend donc à minimiser notre amendement aérodynamique. Mais en réalité la gravité se fait sentir encore plus fortement dans le deuxième terme qui suit. Cet antagonisme apparent des troisième et deuxième termes n’est que l’effet, au demeurent classique, de la mise au carré de la vitesse de Tsiolkovski [VéjectLn(R) – gt ].

Le deuxième terme est toujours positif, ce qui apparaît dans l’équation (3) où son précurseur est rédigé en –2gtVéject LnR(t) placé sous le signe moins de l’intégration. Il est donc à ajouter à la vitesse de Tsiolkovski (nous venons de voir qu’en fait, il réduit l’effet de la soustraction du premier terme).

Les deux derniers termes comportent l’accélération de la pesanteur g en facteur. Il s’ensuit que si celle –ci n’existe pas ou n’agit que très brièvement, ces deux termes), ---------

Dans la pratique, le paramètre Véject n’est pas vraiment un paramètre variable, puisque les ingénieurs font tout pour le maximaliser (pour la raison que, quitte à éjecter de la Masse d’Appui, il convient de l’éjecter le plus vite possible).------------

On remarque que le produit ½ ρ SCx agit sur tous les termes. On pouvait s’en douter : à chaque instant la force de Traînée, quelle que soit la vitesse instantanée, est proportionnelle à ce produit. C’est à dire que, pour un Cx divisé par deux, par exemple, la perte de vitesse de fin de propulsion par traînée sera divisée par deux. 

NOTE SUR LES RÉPERCUSSIONS SUR NOTRE FORMULE DE LA LIMITATION, POUR RAISON DE SÉCURITÉ, DE L’ACCÉLÉRATION MAXIMUM D’UNE FUSÉE

Dans la pratique, dès lors qu’une fusée emporte un être humain ou un appareil technologique, l’accélération maximum que produira la fusée sera limitée. Cette limitation (à 6 g c’est la valeur exacte ? pour les fusées habitées et à –g pour les fusées lanceuses de satellites) augmente de fait le temps de propulsion aux alentours du quart d’heure.

En effet, s’imposer une accélération maximum de, disons, γmax revient à s’imposer une limite à la poussée P, et donc à écrire :

P < γmax M(T)      si M(T) est la masse de la fusée en fin de propulsion.
Exprimons M(T) par rapport à M0 , la masse de la fusée sur le Pas de Tir : On connaît une relation qui les unit. C’est :

R = M0 /M(T)  , si R est le Rapport de Masses Final
On peut donc écrire :

P< γmax  EQ \f(Mo ; R )
Cette inégalité posée, on peut se souvenir que la poussée P s’exprime par rapport à la vitesse d’éjection et au débit massique q :

P = q Véject  = [image: image7.wmf]éject
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Or q est lié de façon implicite à M0 et à R, le Rapport de Masses Final ; en effet R vaut par définition  EQ \f(M0 ; M(T) ) soit  EQ \f(M0 ; M0-Q ) .
Il est aisé d’en déduire que [image: image8.wmf]=

)

 

(

 

R

1

1

M

Q

 

-

  

0
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Remplaçons donc, dans l’inégalité encadrée ci-dessus, P par sa valeur :

[image: image10.wmf](

)

R

M

=

R

1

 

-

 

1

 

T

V

M

=

P

0

max

éject

0

γ


En simplifiant, on trouve pour finir :
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… valeur minimale du temps de propulsion T résultant de la limitation de l’accélération à la valeur γmax . 
  

Cette valeur du temps de propulsion T concorde bien  avec les durées de propulsion du premier étage des fusées en service. À vérifier  

Mais surtout, elle peut nous simplifier l’analyse de notre correctif de la Vitesse de Tsiolkovski intégré ci-dessus. En effet, si l’on adopte pour le Débit Massique q la valeur   
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 tirée de la limitation P = γmax Mo/R (avec M0 = MT /R)   les trois termes de ce correctif s’écrivent :

ça ne donne pas grand chose ! Sauf peut être que les termes correctifs comportent tous M0 en dénominateur…

---------------------------------------------------------------------------

Ceci étant, il faut se souvenir, dans cette étude générale d’ingénierie, que S, la section de référence du Cx (c-à-d la section du fuselage ou de l’ogive, en général), est dépendante de la taille de la fusée, ou plus exactement de la puissance 2/3 de son volume (toutes choses égales par ailleurs, en particulier la silhouette et l’architecture générale de l’engin).

Comme le volume en question est statistiquement proportionnel à Q, la masse d’appui (la masse d’ergols des fusées à feu), on peut remplacer S par 
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Il vient alors que pour les fusées habitées et les lanceurs de satellites le correctif à la vitesse de Tsiolkovski peut s’écrire, dans une réflexion d’ingénierie :

-------------------------------------------------------

*

Une valeur un peu moins précise de notre amendement 1’ , mais toujours par excès peut être rédigée en retirant certains termes qui minimisent l’excès dans son écriture générale. Cette valeur est valable pour les faibles temps de propulsion :

-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) {  EQ \f(Véject² T ; 3 ) Ln 3R  +  g² T3 (1- EQ \f(1;R))2 [LnR  +  EQ \f( 2 ; R )  ]}
avec toujours :
R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

Mais on peux noter que pour les très faibles temps de propulsion, le terme primordial est bien :

-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) {  EQ \f(Véject² T ; 3 ) Ln 3R }
avec toujours :
R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

Ce terme primordial, d’aspect très simple, néglige l’action de la gravité. Il pourra être utilisé dans l’étude des engins à propulsion très brève : microfusées, minifusées et fusées expérimentales ?, ainsi que fusées à eau à tuyère non réduite.   

Attention, cependant, au fait que cette valeur de premier ordre ne peut plus prétendre à la qualité de se présenter par excès. Elle prétend simplement à être une valeur très proche de l’amendement à effectuer dans le cas des propulsions très brèves.

Voici, d’ailleurs, pour illustrer ces cas de temps de propulsion très brefs, l’évolution des trois termes de notre amendement, dont, en bleu, ce terme primordial pour une fusée à eau type de 1,5L à phase propulsive de 1/10’’ :

[image: image14.wmf]Evolution en cours de phase propulsive des 3 termes du soustractif 
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Cette prépondérance du terme primordial ci-dessus n’est plus aussi nette pour la même fusée à eau type lorsque son temps de propulsion est rallongé à 1’’ :

[image: image15.wmf]Evolution en cours de phase propulsive des 3 termes du soustractif 
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Mais, pour une fusée type Koudou, dont la phase propulsive (0,56’’) a une brièveté comparable à celle des fusées à eau ‘‘plein goulot’’, la prépondérance du terme primordial est encore assez nette (l’utiliser ne produit qu’une erreur de 6 %) :

[image: image16.wmf]Evolution en cours de phase propulsive des 3 termes du soustractif 
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COMPARAISON  DES  DEUX  ET  TROISIÈME  TERMES  AVEC  LE  TERME  PRIMORDIAL

Comment évolue le rapport des différents termes de notre Amendement 1 et selon quels paramètres ? 

Comparaison du deuxième terme avec le terme primordial

Effectuons dans un premier temps le quotient du deuxième terme sur le terme primordial.

Le résultat est :

  EQ \f( -6gM0 ;qVéject  ) [ EQ \f( 1 ; 2LnR ) +   EQ \f( 1 ; RLn²R ) +   EQ \f( 1 ; RLn3R ) -   EQ \f(1  ;Ln3R  )]

Quel courbe peut bien dessiner la cohorte des terme en R ? Celle-ci :

[image: image17.wmf]Partie en R du Rapport  Terme en g / Terme primordial
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Cette courbe admet une régression en puissance 0,33 R - 0,33 (ci-dessous en violet), précise à moins de 2 % pour une fusée à eau 
   :  

[image: image18.wmf]Partie en R du Rapport  Terme en g / Terme primordial
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et à moins de 1% pour une fusée à feu type Koudou   :

[image: image19.wmf]Partie en R du Rapport  Terme en g / Terme primordial
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L’impression d’imprécision de cette dernière régression tient au choix de l’échelle. On pourrait très facilement améliorer la précision de cette régression 
 en adaptant les termes de la régression en puissance à chaque type de fusée, en particulier à une plage de Rapports de Masses plus courte   . Mais nous préférons nous en tenir à cet unique jeu de termes simples de 0,33 et - 0,33 …

Il résulte de ce qui précède que le rapport du deuxième terme au terme primordial équivaut, à moins de 2 % près, à :

 EQ \f( -6gM0 ;qVéject  )  [ 0,33 R - 0,33 ]
Pour une fusée à eau, la valeur des crochets s’abaisse de 0,33 à ~ 0,19 selon le rapport de masse (c-à-d que le rapport de masses étant souvent de 6, la parenthèse vaudra 0,19).
Pour une fusée à feu type Kodou, ces crochets prennent une valeur très proche de 0,32.

La valeur de g, Mo q et Véject étant liée à chaque type de moteur, on peut estimer pour chaque moteur le rapport entre le deuxième terme de notre amendement et son terme primordial :

À faire

Comparaison du deuxième terme avec le terme primordial

Effectuons à présent le quotient du deuxième terme de notre amendement 1 sur son terme primordial.

 EQ \f( 3g²M0²;q²Véject²  ) [ EQ \f( 1 ; Ln²R ) -  EQ \f( 1 ; 2R²Ln3R ) +   EQ \f( 2 ; RLn3R ) -   EQ \f( 3 ;2Ln3R  )]

Voici l’évolution de la cohorte des termes en R pour une fusée à eau type de 1,5L , avec sa courbe de régression en jaune :

[image: image20.wmf]Partie en R du rapport  
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Puis celle consacrée à une fusée moyenne propulsée par un moteur Kodou :

[image: image21.wmf]Partie en R du rapport  
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La même régression a été utilisée pour ces deux graphes, soit :

 0,326 R - 0,64 
Cette régression donne à peu près la même précision de 2,5 % dans les deux cas. Ce n’est pas une précision formidable, mais c’est sans importance car nous cherchons simplement à estimer le rapport du terme en g² de notre amendement avec le terme primordial. Ce rapport est donc, à 2,5 % près :

 EQ \f( 3g²M02 ;q2Véject2  )  [ 0,326 R - 0,64 ]
Pour une fusée à eau, la valeur des crochets s’abaisse de 0,3 à ~ 0,1 selon le rapport de masse (c-à-d que le rapport de masses étant souvent de 6, les crochets vaudront 0,1 .

Pour une fusée à feu moyenne type Kodou, ces crochets prennent une valeur assez proche de 0,3.

Comme nous l’avons fait précédemment, la valeur de g, Mo q et Véject étant liée à chaque type de moteur, on pourrait estimer le rapport entre le troisième terme de notre amendement et son terme primordial.

Mais il est salutaire d’observer auparavant une curiosité : le coefficient en g² :

 EQ \f( 3g²M02 ;q2Véject2  ) 

 vaut le douzième du carré du coefficient en g² :

  EQ \f( -6gM0 ;qVéject  ) 

On peut en déduire que si le coefficient en g , qui préside au rapport du deuxième terme sur le terme primordial, est inférieur à l’unité, le coefficient en g² , présidant au rapport du troisième terme sur le terme primordial, sera encore plus petit (c-à-d que ce rapport sera encore plus faible).

Or, pour une fusée à eau moyenne ce coefficient en g est de – 0,14 et pour une fusée moyenne propulsé par un moteur Kodou il est de –0,184.

Cela signifie que le coefficient en g² sera encore plus petit. Or nous venons de voir que la valeur de la cohorte en R du troisième terme, comme celle du deuxième terme, sont inférieures à 0,32  (plus exactement inférieures à 0,19 pour une fusée à eau et à 0,32 pour une fusée Koudou).

Nous venons ainsi de démontrer que pour une fusée Koudou moyenne :

le deuxième terme vaut moins de 6 % du terme primordial

le troisième terme vaut moins de 0,09 % du terme primordial

et que pour une fusée à eau moyenne de 1,5L à tuyère non réduite :

le deuxième terme vaut moins de 3 % du terme primordial

le troisième terme vaut moins de 0,03 % du terme primordial

Il n’y a que pour une fusée à eau dont le temps de propulsion a été rallongé à 1’’ que deuxième et troisième termes se hisse jusqu’à 26 % et 3 % du terme primordial. (c’est ce que montre effectivement le graphe précédemment présenté).

Il nous semble que c’est assez bien démontrer la primordialité du premier terme de notre amendement 1.

Mais attention, démonter cette primordialité du premier terme de notre amendement ne nous éclaire en rien sur la précision de notre amendement !

Cela ne signifie donc pas qu’on puisse -------------

AUTRE  RÉDACTION  DE  NOTRE  AMENDEMENT

Cette comparaison des 3 termes de notre amendement nous fait cependant songer à une autre rédaction de cet amendement : nous venons de remarquer que le coefficient :

 EQ \f( gM0 ;qVéject  )  

intervenait dans le rapport des deux dernier termes au terme primordial, que ce soit directement ou au carré. Il y a donc une relation cachée entre les trois termes de l’amendement, ou du moins une valeur commune.

Mais que représente ce quotient  EQ \f( gM0 ;qVéject  ) ?…

Hé bien il ne représente rien d’autre que le rapport Poids Initial / Poussée de la fusée. Appelons Rpip ce rapport (attention : Rpip diminuera à mesure que la Poussée sera plus forte, relativement à son poids, c-à-d à mesure que l’accélération initiale sera plus forte  
 ).  

Si  l’on dispose ,dans la première écriture de notre amendement le quotient  EQ \f(Véject²  ; q ) devant les accolades, il vient assez facilement :

(Amendement 1’ à la vitesse de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes en fonction du Rapport Poids Initial/Poussée)

- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){3Ln3R}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){- 2Rpip  [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
N’y-a-t-il pas un coeff inexact sur le 3ème terme ?    
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){Rpip2  [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
 avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T , l’instant de fin de propulsion,
q le débit massique Q/T , supposé constant
Rpip le rapport Poids Initial/Poussée de la fusée 
 .
AUTRE  RÉDACTION  DU  TERME  PRIMORDIAL  DE  NOTRE  AMENDEMENT  EN FONCTION  DE  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

Le terme primordial de l’amendement peut d’ailleurs encore se réécrire en y faisant apparaître la Vitesse de Fin de Propulsion de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité (que pour nous écrivons ci-dessous VTsiolSansG) :

- ½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f(T LnR ; 3Q )}
avec toujours :
R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

VTsiolSansG étant la Vitesse de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité (noter qu’elle intervient au carré)

Rappelons cependant que ce terme primordial, amendement approché de la Vitesse de Tsiolkovski, ne peut plus alors prétendre à la qualité de se présenter par excès. 

Il nous apparaît comme lié au carré de cette Vitesse de Tsiolkovski 
 , lequel carré est pondérée par les termes T et Q dépendant du Débit Massique q ainsi que (une nouvelle fois) du logarithme du Rapport de Masses Final : Le Débit Massique q = Q/T parce que il est représentatif de la durée d’action de la Traînée atmosphérique (quand q est très fort, la traînée devient très faible) et le logarithme du Rapport de Masses Final parce que celui-ci est représentatif de la forme de la courbe de la vitesse instantanée (de la creuseté de cette courbe). 

Le graphe ci-dessous montre cet amendement primordial de la vitesse de Tsiolkovski pour une fusée à eau :

Produire le graphe

De même, voici l’amendement primordial de la vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée à feu doté d’un moteur Kodou :

Produire le graphe

Cette analyse des propriété de notre amendement étant faite, on peut encore s’avancer dans la simplification de sa présentation, simplification impliquant une dégradation (raisonnable) de sa précision.

Simplification des termes de notre Amendement 1’.

Intéressons nous plus précisément au termes de notre Amendement 1’ à l’usage des pyrofuséistes (rappelons que T et Q prennent alors les valeurs indiquée par le fournisseur du moteur).

Le libellé des différents termes reste assez compliqué.

Est-il possible de le simplifier tout en lui gardant cette qualité essentielle de se présenter par excès ?

Observons le premier terme de notre Amendement 1’.  Il est clair que sa valeur est un produit de deux termes indépendant . Le dernier terme ne dépends que de R et s’écrit :

(1-1/R)²[ (Ln(R) –1/(2(R²) + 2/R – 3/2]
On peut se demander quelle courbe dessine ce terme lorsque sa seule variable, R, évolue. Voici cette courbe, établie pour des rapports de masses final allant de 1 à 10 :

[image: image22.wmf]Evolution du premier terme du correctif 
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On peut de trouver une régression à cette courbe, régression qui soit toujours supérieure (c-à-d au dessus de la courbe réelle, afin qu’un amendement utilisant négativement cette régression garde la propriété d’être par excès) pour les valeurs de Rapport de Masses Finaux de 1 à 10. Cette régression n’est pas très fidèle :

-0,101R +0,21

Elle approche la courbe bleue de la façon suivante :

[image: image23.wmf]Evolution du premier terme du correctif 
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A présent observons le deuxième terme de notre Amendement 1’ (à l’usage des pyrofuséistes).  Il est clair également que sa valeur est un produit de deux termes indépendant . Le dernier terme ne dépends que de R et s’écrit, au signe moins près :

(1-1/R)[(Ln²(R)/2 +Ln(R)/R + 1/R - 1]
Voici, en bleu, la courbe que trace ce terme en fonction de R :

[image: image24.wmf]Evolution Deuxième Terme du correctif
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Nous avons bâti en violet une régression linéaire simple à cette courbe bleue, pour les valeur du Rapport de Masses Final allant de 0 à 10, valeurs pour lesquelles la régression est toujours au-dessous  de la courbe bleue réelle (au-dessous à cause du signe moins de ce deuxième terme).   

Cette régression vaut :

0,23R – 0,52

La nouvelle écriture de notre correctif atmosphérique à la vitesse de Tsiolkovski à l’usage des pyrofuséistes est :

Amendement excessif simplifié par régression

–  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) { EQ \f(Véject² T ; 3 )Ln 3R + (g²T3)( - 0,101R +0,21) – (2gT²Véject)(0,23R – 0,52)}
…amendement moins précis, mais à l’écriture plus simple et surtout toujours excessif de la Vitesse de Tsiolkovski.

Si à présent l’on remarque que, dans notre premier amendement, les termes ½ρSCx apparaissent toujours en multiplicateur général de tous les termes, on peut penser à établir pour chaque moteur pyrotechnique le graphe donnant le quotient de notre amendement par ½ρSCx pour chaque valeur de R, le Rapport de Masses Final.

On obtiendra ainsi une famille de courbes, famille d’autant plus nombreuse qu’on aura de moteur, et qui n’évoluera qu’en fonction du Rapport de Masses de la fusée.
produire cette famille de courbe

DEUXIÈME  AMENDEMENT  ANALYTIQUE  À  LA  VITESSE  DE  FIN  DE PROPULSION DE TSIOLKOVSKI

À ce stade, nous pouvons nous demander s’il est possible d’améliorer encore la précision de cet amendement analytique à la Vitesse de Tsiolkovski que nous venons d’établir, c-à-d s’il est possible de réduire encore la fourchette de notre estimation de la vitesse réelle de fin de propulsion, ceci en proposant un deuxième amendement à la vitesse de Tsiolkovski…

L’idée germe alors d’utiliser la vitesse de Tsiolkovski amendée une première fois comme base de calcul pour un nouveau calcul de la traînée instantanée et pour son intégration sur la durée de la propulsion, bref, pour effectuer un deuxième amendement (plus précis) de la vitesse de Tsiolkovski…

On pourrait croire que l’on ne va rien gagner dans cette tentative d’amendement. Mais c’est oublier que :

( d’une part la vitesse instantanée de Tsiolkovski amendée une première fois est une valeur plus proche de la vitesse réelle que la vitesse instantanée de Tsiolkovski sur laquelle nous avons basé le calcul de notre premier amendement ;

( d’autre part que cette vitesse instantanée amendée une première fois qui va nous servir de base pour le calcul de la traînée à chaque instant est une valeur plus faible que la vitesse instantanée réelle (puisque notre amendement est excessif, ainsi que nous l’avons toujours assuré, ce qui apparaît d’ailleurs sur nos graphes). Si nous nous lançons dans ce deuxième amendement, nous retirerons donc à la vitesse de Tsiolkovski une vitesse (perdue par traînée) plus faible que ce que nous devrions retirer : le résultat de ce deuxième amendement sera donc une vitesse plus forte que la vitesse réelle.

Cette nouvelle vitesse amendée deux fois sera donc la limite haute de la vitesse réelle (en bleu clair ci-dessous, calculée graphiquement), alors que nous connaissons déjà la limite basse de cette même vitesse réelle, qui est la vitesse de Tsiolkovski amendée une fois (c’est la courbe jaune, sur les graphes ci-dessus et ci-dessous) : nous venons ainsi de réduire la fourchette de calcul de la vitesse réelle de la fusée à l’écart entre les courbes jaune et bleu clair :
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Nous n’avons pas effectué cette intégration analytique qui menace d’être fastidieuse. Ce travail reste donc à faire.

À supposer qu’il soit réalisable, on peut imaginer que le résultat puisse lui même servir de base de calcul à une nouvelle intégration, laquelle, etc…

Il est alors très possible, qui sait ?, que l’agencement des différents termes fasse songer au développement de plusieurs séries. À supposer que ces séries soient convergentes 
 il serait possible que leur valeur soit connue des mathématiciens.

Cet ensemble de souhaits peut sembler naïf, mais l’expérience démontre que de tels souhaits sont assez souvent comblés dans le domaine de la Science Physique… 
   

RÉALISATION D’UN DEUXIÈME AMENDEMENT À L’AIDE DE LA VALEUR SIMPLIFIÉE DU PREMIER AMENDEMENT.

Nous avons proposé plus haut une valeur simplifiée par régressions des termes dépendant de g ;

La question est : peut-on oui ou non utiliser une vitesse instantanée corrigée par ce premier amendement simplifier pour calculer l’action de la Traînée atmosphérique durant la phase propulsive ?

Hé bien nous pensons que oui !

Ici-là !!! 

SOUSTRATIF ATMOSPHÉRIQUE À LA VITESSE DE TSIOLKOVSKI DANS LE CAS D’UNE FUSÉE À DEUX ÉTAGES

Dans le cas d’une fusée à deux étages, le même travail d’intégration de la traînée pourra être mené durant la propulsion du deuxième étage seul. La différence avec le travail que nous venons d’effectuer étant que la vitesse initiale n’est plus zéro mais V1, c-à-d celle qu’à produite la propulsion du premier étage 
 .

La valeur de l’amendement excessif de la vitesse de fin de propulsion du deuxième étage (calculée selon Tsiolkovski) deviendra alors :

 générer une fraction :

ΔV(T) = ½ ρ S2Cx2 ∫(1/M(t)){V1 + Véject Ln[R(t)] -g.t)}2 dt

- cette intégration étant à effectuer sur l’intervalle de temps de la propulsion du deuxième étage

- S2Cx2 étant le produit SCx correspondant au deuxième étage.

Le développement, sous le signe d’intégration, du carré de la vitesse instantanée de Tsiolkovski (carré de la parenthèse verte) produira 3 termes nouveaux  par rapport à ceux que nous avons déjà rencontrés. Ces termes nouveaux (en V1² ,  -2gV1²  et 2V1Véject ) nous semblent tout à fait intégrables analytiquement.

Ce travail reste donc à faire.

PRISE  EN  COMPTE  DE  LA  VARIATION  DE  LA   DENSITÉ  DE  L’AIR  AVEC  L’ALTITUDE

Le Vol de la Fusée indique bien que, pour un gain d’altitude de 1000 m, la masse volumique de l’air varie de 10 % . Bien que les calculs de traînée que nous effectuons soient basés sur des Cx estimés souvent trop grossièrement, ces 10% ne sont pas tout à fait négligeable.

Comment est-il possible de prendre en compte la variation de la masse volumique ρ de l’air ?

L’ingénieur pensera à deux méthodes :

( D’une part la méthode mathématique utilisant les formidables implications scientifiques de la fameuse loi mathématique dite de l’Intégration  par  parties :

∫UdV = UV – ∫VdU

Ces implications scientifiques sont que cette loi permet la correction (opérée dans un deuxième temps) d'une intégration effectuée en considérant constant, dans un premier temps, un paramètre U .

Supposons par exemple U comme un paramètre peu variable (dans le cas qui m'intéresse actuellement, ce U est ρ la densité de l'air, supposée peu variable avec l'altitude) :

Pour plus de clarté réécrivons la loi mathématique en remplaçant U par ρ :

∫ρ dV = ρ V – ∫Vdρ

Si l’on veut comparer cette équation à celle posée dès le début de ce texte, il faut songer que V n’est pas vraiment une vitesse, mais plutôt un quotient d’une vitesse sur la Masse Volumique de l’air traversé : et effectivement, dans un premier temps, nous avons intégré ∫Vdρ  en considérant ρ comme constant. Cela ne fait pas une trop grosse erreur, pour les altitudes atteintes par nos fusées expérimentales. Le résultat, après intégration, est évidemment ρV...

Puis dans un deuxième temps, nous pouvons retrancher à ce premier résultat l'intégrale ∫Vdρ , V étant alors tiré de la première intégration de dV et dρ étant tiré de la loi d'évolution de ρ selon l’altitude, évolution que l'on est censé connaître par hypothèse...

On a apporté ainsi une première solution à l'un des problèmes classiques des ingénieurs : Comment améliorer une loi pour tenir compte de la variation d'un paramètre jusque là considéré comme constant ?
( La deuxième méthode de prise en compte de la variation de la densité de l’air avec l’altitude est de chercher à déterminer une masse volumique équivalente qui serait considérée comme constante durant le vol. Appelons ρéqu celle-ci.

Bien sur, cette Masse Volumique Équivalente ρéqu doit être déterminé avant de l’injecter dans la formule de Tsiolkovski ou même dans nos amendements de celle-ci.

Quels seront les paramètres qui présideront à la détermination de cette Masse Volumique Équivalente ?

Sans doute pas la couleur de la fusée. Par contre, étant donné que la fusée connaît une courbe de vitesse d’autant plus pentue et creuse que le Rapport de Masses Final est fort, il est évident que ce R interviendra principalement dans l’établissement de ρéqu  . Mais posons le problème mathématiquement.

Si dans une première démarche nous considérons que la Traînée peut être passablement estimée d’après la Vitesse de Tsiolkovski (non amendée)  , ρéqu est la valeur de la Masse Volumique de l’air qui satisfera à l’équation :

générer une fraction :

1/2 ρéqu SCx ∫ (VTsiol2/M(t)) dt = 1/2 SCx ∫ ρ(t) (VTsiol2/M(t)) dt

(on note qu’à gauche on considère la Masse Volumique comme constante et égale à ρéqu alors qu’à droite on la considère comme une variable ρ(t))

Après simplification par 1/2 SCx, on peut facilement extraire la valeur mathématique de cet ρéqu que nous cherchons :

ρéqu =  EQ \f(∫ ρ(t) (VTsiol2/M(t)) dt;∫ (VTsiol2/M(t)) dt)    

  dans cette équation ρ(t), VTsiol et bien sûr M(t) étant variables avec le temps. D’autre part, VTsiol intègre ici l’influence de la gravité.

La première constatation que l’on peut faire à la vue de cette équation, c’est que nous sommes en train de calculer une certaine moyenne de la masse Volumique : ce n’est ni la moyenne arithmétique, ni la moyenne quadratique, mais une sorte de moyenne, qu’on pourrait évidemment appeler aérodynamique et qui promet d’être exprimée à base de logarithmes.

La deuxième constatation intéressante résultant de cette simple mise en équation mathématique est que, si une intégration de la Traînée est fondée sur la seul Vitesse de Tsiolkovski, la  Masse Volumique Équivalente ρéqu ne dépend pas du SCx de la fusée (qui s’est trouvé élidé dans notre formule)…

Cette formulation pourrait donc une évaluation satisfaisant de la ρéqu .

On pourrait s’en tenir là et fonder sur cette équation une évaluation de ρéqu, sachant que dans la réalité, l’action de la Traînée peut souvent être négligée dans une première approche.

Mais on peut également, dans une deuxième démarche, confier le problème à notre tableur afin de jauger l’influence réelle du Cx sur ρéqu  .

La loi d’évolution de la Masse Volumique de l’air selon l’altitude étant celle proposée par Le Vol de la Fusée à sa page 16 :

ρ(t) = ρ0  EQ \f(20 000 - h;20 000 + h)    

… loi qui présente la propriété intéressante de comporter en facteur ρ0, la Masse Volumique à l’altitude du Pas de Tir (cette ρ0 dépend, dans les faits, de la météo quotidienne et de la position géographique du Pas de Tir).

Voici les valeurs de la Masse Volumique Équivalente  ρéqu selon les valeurs du Rapport de Masses R et selon le Cx  
, ceci pour une fusée dotée d’un moteur Kodou.

Bâtir ce tableau

Voici l’évolution de la même ρéqu pour différentes durées T de la Phase Propulsive

Bâtir ce tableau

ALTITUDE  DE  TSIOLKOVSKI

La formule donnant ce que nous avons appelé la Vitesse de Tsiolkovski est intégrable sans difficultés particulière dans le temps. 

Le résultat de cette intégration est ce que nous nommons l’Altitude de Tsiolkovski, altitude de Fin de Propulsion de la fusée 
 , calculée sans considération pour la Traînée Atmosphérique.

Une première écriture en est :

H(T) = T Véject {1 + LnR [1-  EQ \f(R;R-1) ]}   – 1/2 g T²

Valeur de l’Altitude de Tsiolkovski, c-à-d l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique.

Cette écriture est donc référencée à la Vitesse d’éjection de la Masse d’appui, supposée constante 
  .

Mais une autre écriture peut également servir, qui prend pour référence la Vitesse de Tsiolkovski calculé sans Influence de la gravité (et nommée pour cette raison  VTsiolSansG : 

H(T) = T VTsiolSansG {1 + EQ \f(1;LnR)  -  EQ \f(R;R-1)}   – 1/2 g T²

Autre valeur de l’Altitude de Tsiolkovski, c-à-d l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique.

Elle est intéressante en ceci qu’elle exprime ce que l’on pourrait nommer le coefficient d’intégration de la courbe de Vitesse instantanée de la fusée, c-à-d le coefficient de concavité de cette courbe de vitesse 
 . Quelle est l’évolution de ce coefficient d’intégration selon R ?

Voici cette évolution :
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Comme on pouvait s’en douter, lorsque le Rapport de Masses avoisine l’unité, la valeur de ce terme en R (qui est le coefficient d’intégration de la vitesse) est de 0,5 
 . .

Cette courbe du terme en R admet deux régressions assez précises :

La première est   -0,077LnR + 0,498   , ici tracée en violet :
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…régression qui est précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 . 
  

Et la deuxième est :     0,5036 R -0,19   également en violet ci-dessous  :
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qui suit la courbe à moins de 7 millièmes près (sur une plage de R allant de 1 à 10).

On peut donc légitimement assimiler l’Altitude de Tsiolkovski à :

H(T) ≈ T VTsiolSansG {- 0,077LnR + 0,498}   – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c-à-d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

qui, au besoin peut s’écrire :

H(T) ≈ T VTsiolSansG Ln  EQ \f(1,645; R0,077)   – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c-à-d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

ou encore à :

H(T)  ≈  0,5036 T VTsiolSansG { R - 0,19 } – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c-à-d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 7 millièmes près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

D’autres régressions peuvent évidemment être adoptées qui rendront mieux compte du coefficient d’intégration de la vitesse pour des plages de Rapports de Masses plus étroites. Mais l’important est que ce coefficient d’intégration évolue doucement selon R entre 0,5 (pour les  minifusées à moteur type Kodou Vérifier) et 0,36 , par exemple, pour une fusée à eau type à Rapport de Masses de 6 
 . L’Altitude de Tsiolkovski en devient assez facilement calculable. Cette altitude sera d’autant plus proche de l’altitude réellement atteinte par la fusée en fin de propulsion que la durée de propulsion sera brève (brièveté qui limite la durée d’action du freinage atmosphérique)(cas des microfusées et des minifusées Vérifier).

Bernard de Go mars !

le 11 05 06

� Nous préférons parler de Masse d’Appui au sens de Tsiolkovski (justement) plutôt que de parler de masse d’ergol éjecté par la tuyère. En effet, dans les moteurs plasmiques et ioniques, comme dans les fusées à eau, la masse éjectée n’est pas un ergol…


� Une fusée à eau dont le temps de propulsion serait poussé jusqu’au quart d’heure accélérerait autant que la même fusée à eau développant sa poussée durant un dixième de seconde.


� Autrement dit la formule ne s’intéresse qu’à l’historique de la propulsion et non à son avenir éventuel


� Même si le Rapport de Masses le plus souvent utilisé est le Rapport de Masses Final (appelons-le ainsi), établi d’après la Masse de Fin de Propulsion de la fusée. 


� Cette intégration n’est justifiable que parce que la propulsion à réaction accélère la fusée par cumul des vitesses, c-à-d qu’à chaque instant le gain instantané de vitesse procurée par la poussée vient s’ajouter à la vitesse déjà acquise par la fusée depuis le départ et que la poussée ne dépend pas de la vitesse déjà acquise par la fusée.


La même estimation de la perte de vitesse finale causée par l'aérodynamique ne pourrait se faire de la même façon pour un autre mode de propulsion (en particulier pour une véhicule routier, où la poussée à la roue dépend de la vitesse de l’engin, en particulier par le rapport de la boîte de vitesse qui est enclenché).


� Par la méthode rapide consistant à sommer la surface des trapèzes qui prennent place entre la courbe et l’axe des X…


� Nous simplifions ici la physique de cette fusée à eau en supposant que sa vitesse d’éjection est constante et égale à 50 m/s. Nous avons choisi également dans cet exemple une tuyère légèrement réduite (et donc un temps de propulsion un peu plus grand) parce que cet allongement du temps de la propulsion augmente l’écart entre les courbes de vitesses du graphe. Pour un temps de propulsion standard (de ~0,1’’), la formule de Tsiolkovski fournit une très bonne estimation de la vitesse de fin de propulsion, c-à-d que la traînée atmosphérique s’avère effectivement négligeable (les 3 courbes sont alors confondues)…


� Comme on le sait, cette équation différentielle complète ne se possède pas de solution analytique. Par contre, il est très aisé de l’intégrer « graphiquement » par calcul de la surface qu’elle dessine avec l’axe.


� Cette masse supposée constante gagnant sans doute à être choisie en fonction du Rapport de Masses Final


� Mais elle existe surtout en fin de propulsion, car c’est là que la fusée, allégée, acquière le maximum de vitesse.


� Ce logiciel est très facile à construire en utilisant un tableur. On n’a d’ailleurs même pas besoin de la formule de Tsiolkovski pour l’établir.


� On peut en effet l’effectuer de 0 à t pour estimer par excès, à chaque instant t, la perte de vitesse instantanée causée par la Traînée.


� Mais elle constitue un exercice de difficulté moyenne, en particulier dans ceci qu’elle nécessite de classiques changements de variable…


� Cette valeur est ici calculée pour une fusée à étage unique, mais elle vaut évidemment pour une fusée à étages multiples, à condition de prendre la valeur de R appropriée.


� Même si cette fusée à eau dispose d’une tuyère très réduite, ce paramètre n’intervenant pas dans notre calcul.


� La différence dans les précisions obtenue par cette régression tient au fait qu’une courbe plus creuse comme celle créée par un fort Rapport de Masses est plus difficile à approcher par régression qu’une courbe très plate (très faible Rapport de Masses).


� L’accélération de la fusée par rapport à la Terre , exprimée en g, étant bien sûr Rppi – 1 .


� Attention : Rpip diminuera à mesure que la Poussée sera plus forte, relativement à son poids, c-à-d à mesure que l’accélération initiale sera plus forte  


� C’est naturel, puisque dans les ultimes instants de sa phase propulsive, instants où l’action de l’air est la plus importante, la fusée est freinée au prorata du carré de  cette vitesse.


� Même si elle reste à démontrer, cette convergence des séries nous paraît certaine.


� Pour la raison que la physique étudie des phénomènes qui existent et qui ont donc leur propre logique interne…


� Vitesse qu’on prendra amendée au mieux comme indiqué précédemment.


� La section est ici supposée liée à la section du propulseur.


� ou d’ailleurs l’altitude instantanée si le terme T est considéré comme une fonction banale du temps.


� Dans ce cas des fusées à eau la vitesse d’éjection est éminemment variable. mais des travaux annexes nous ont prouvé qu’on peut prendre comme vitesse d’éjection la vitesse d’éjection initiale de l’eau (au décollage du pas de Tir). Cette curiosité découle de l’importance de la propulsion due à l’air comprimé résiduel, propulsion qui intervient au moment où la fusée connaît son allègement maximum.


� Si la vitesse était constante, la courbe serait horizontale et le coefficient d’intégration serait égal à 1. Si la vitesse de la fusée était uniformément accélérée (comme par la gravité) le coefficient d’intégration serait d’1/2 (c’est ce coefficient d’intégration que l’on retrouve effectivement dans H =  1/2 g t²). Mais ici, notre fusée subit une évolution de vitesse non linéaire (la vitesse croît d’autant plus que la fusée s’allège) : le coefficient d’intégration sera donc plus faible que 1/2 (en fait, ce sont les dernières vitesses instantanées et donc VFinPropSansG qui sont très fortes).


� Le Rapport de Masses évoluant très peu durant la propulsion, la masse de la fusée peut être considérée comme constante. La poussée constante du moteur s’applique alors sur cette masse constante, ce qui donne un mouvement uniformément accéléré et donc coefficient d’ntégration de 1/2.


� Une régression peu différente basée sur des termes légèrement plus simples : 0,078R + 0,5 est précise à près de 1% près.


� Rapellons que si, dans ce cas des fusées à eau, la vitesse d’éjection est éminemment variable, des travaux annexes nous ont prouvé qu’on peut prendre comme vitesse d’éjection la vitesse d’éjection initiale de l’eau (au décollage du pas de Tir). Ceci est dû à l’importance de la propulsion due à l’air comprimé résiduel, propulsion qui intervient au moment où la fusée connaît son allègement maximum.
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