DESS R2M

Université de Versailles

Année 2002-2003

Projet 5

Codage correcteur
Julien MONTEL

16 décembre 2002

Introduction

Le but du projet est de mettre en place un codage correcteur d’erreurs. Celui-ci sera utilisé pour coder un texte binaire et y détecter puis corriger des erreurs après en avoir introduit dans le texte initial. Enfin, nous étudierons le taux d’erreur binaire TEB en fonction de la probabilité d’erreur du canal Pe.

I) Le codage utilisé
Le codage est de type Bose-Chaudhuri-Hocqenghem (BCH), celui utilisé dans le projet est un codage cyclique BCH (15,7). Son polynôme générateur est g(x) = x8+x7+x6+x4+1 et sa matrice génératrice G et sa matrice de contrôle H sont :
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II) Paramètres du code

On veut calculer  EQ D\s\do2(min) , la distance minimale entre deux mots du code dans le but de déterminer le nombre d’erreurs détectables et le nombre d’erreurs corrigeables par mot. Pour cela, on génère tous les mots binaires compris entre 0 et 27-1=127, soit en binaire entre 0000000 et 1111111. A partir de ces mots et de la matrice génératrice G, on calcule les mots du code puis on détermine  EQ D\s\do2(min) . Au lieu de comparer les mots deux à deux, on utilise une méthode au résultat identique qui consiste à calculer la distance de chacun des mots par rapport au mot nul 000000000000000, ce qui revient à compter le nombre de 1 dans chaque 
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mot. Ensuite, il est facile de calculer le nombre d’erreurs détectables et corrigeables :

Nombre d’erreurs détectables= EQ D\s\do2(min) -1

Nombre d’erreurs corrigeables=( EQ D\s\do2(min) -1)/2

Ces opérations sont effectuées par les lignes de code suivantes :

/*************************************

 *calcul des mots du code, de dmin et ecriture*

 *************************************/
for(l=0;l<128;l++){



d=bin(l);



en_BCH(d);



for(i=0;i<n;i++){




os<<c[i];




if(i==6) os<<" ";



}



os<<"\n";



dist=0;



for(i=0;i<n;i++){




if(c[i]==1) dist++;



}



if(dist<dmin && dist!=0) dmin=dist;


}


cout<<"dmin="<<dmin<<"\n";


cout<<"On peut detecter "<<dmin-1<< " erreurs\n";


cout<<"On peut corriger "<<(dmin-1)/2<< " erreurs\n";

Cette partie du programme fait appel à deux méthodes que j’ai créées : 


d=bin(l);


en_BCH(d);

La méthode bin() sert à convertir un nombre entier en nombre binaire, voici son code :

int *bin(int mot){


int temp=mot;


int *res=new int[k];


for(int i=k-1;i>=0;i--){



if(temp-(int)pow(2,i)>=0){




res[k-1-i]=1;




temp-=(int)pow(2,i);



}



else res[k-1-i]=0;


}


return res;

}

Il est à noter qu’elle prend en argument d’entrée une variable de type int et qu’elle donne en sortie un tableau contenant les "0" et les "1" du mot binaire.
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La méthode en_BCH() sert à transformer un mot de données de 7 bits en un mot de code BCH de 15 bits, voici son code :

void en_BCH(int *mot){


for(int i=0;i<n;i++){



c[i]=0;



for( int j=0;j<k;j++){




c[i]+=mot[j]*G[j][i];



}



c[i]=c[i]%2;


}

}

Cette méthode utilise une simple multiplication matricielle. Il est à noter qu’en entrée, elle prend comme paramètre un tableau correspondant aux données binaires à coder en BCH. En sortie, elle ne retourne rien (void) car, en réalité, elle modifie les valeurs d’un tableau déclaré avant la méthode main() donc globale donc visible dans tout le programme.


Après exécution du programme, celui-ci affiche à l’écran les résultats suivants : 

dmin=5

On peut détecter 4 erreurs

On peut corriger 2 erreurs

La distance minimale du code BCH(15,7) est 5. Cela signifie que le codage en BCH(15,7) permet de détecter jusqu’à 4 erreurs par mot et de corriger jusqu’à 2 erreurs par mot.

III) Etude du taux d’erreur binaire

A) Codage du texte en BCH


Après avoir codé le texte Midsummer.cod avec le code BCH(15,7), on obtient le fichier binaire texte_code_en_BCH.txt. Pour cela, mon programme lit 7 bits dans le fichier binaire contenant le texte à coder et les transforme en mot code de 15 bits en faisant appel à la méthode en_BCH(). Il est à noter que le programme ne tient compte que des bits et ne prend pas en compte les espaces lors de la lecture du fichier Midsummer.cod. Enfin, il écrit le résultat dans le fichier texte_code_en_BCH.txt . Cela est réalisé par le code suivant :

/************************************

 *codage du texte binaire en BCH et ecriture*

 ************************************/


while(!is.eof()){



taille=0;



while(taille!=k){




is>>car;




if(car=='1') d[taille++]=1;




if(car=='0') d[taille++]=0;



}
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en_BCH(d);



for(i=0;i<n;i++) os2<<c[i];


}


os.close();


os2.close();


is.close();

B) Insertion d’erreurs dans le texte
C’est dans le fichier codé texte_code_en_BCH.txt que l’on va introduire des erreurs avec une probabilité Pe. Pour commencer, on fixe Pe=0,01. Avec la valeur de Pe que nous avons, cela revient à introduire une erreur par tranche de 100 bits. La place de l’erreur dans cette tranche de 100 bits est tirée aléatoirement pour chaque erreur. Introduire une erreur revient à changer un "1" en "0" ou inversement. Le texte erroné est ensuite écrit dans le fichier binaire texte_erreur.txt. Ces opérations sont réalisées par les lignes de code suivantes :

/************************************************

 *insertion d'erreurs dans le texte binaire en BCH et ecriture*

 ************************************************/


int compteur=0;


int compteur2=0;


int compteur3=0;


double Pe;


cout<<"Pe=";


cin>>Pe;


int nb=(int)(1/Pe)-1;


int erreur=(int)(nb*(double)rand()/RAND_MAX);


is2.open("texte_code_en_BCH.txt");


while(!is2.eof()){



is2>>car;



compteur3++;



if(compteur==erreur){




if(car=='1') car ='0';




else if(car=='0') car ='1';




compteur2++;



}



if(compteur==nb){




erreur=(int)(nb*(double)rand()/RAND_MAX);




compteur=0;



}



compteur++;



os3<<car;


}


compteur3--;


cout<<"\nApres insertion d'erreurs :\n";


cout<<"Il y a "<<compteur2<<" erreurs sur "<<compteur3<<" bits\n";
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cout<<"TEB="<<(double)compteur2/compteur3<<"\n";


os3.close();


is2.close();

C) Correction des erreurs introduites


La détection-correction des erreurs se fait par la méthode dite du syndrome. Considérons le mot reçu r, on y applique la matrice de contrôle H. Le mot r peut se décomposer en une composante c représentant les données et une composante e représentant l’erreur, qui sera nulle en cas de bonne transmission. On a donc :

r.H=(c+e).H

     =c.H+e.H

     =e.H car, par définition, c.H=0

On définit le syndrome s=e.H. Si la transmission est sans erreur, s=0 car e=0 mais, s’il y a une ou plusieurs erreurs dans le mot, s(0. Il est à noter toutefois qu’il peut arriver que plusieurs erreurs dans un même mot engendre un syndrome nul mais ce cas étant très peu probable, il n’est pas considéré dans le programme. Par ailleurs, les grandeurs considérées dans les calculs précédents sont des vecteurs. Le syndrome est un vecteur de dimension m=n-k=15-7=8.


La détection-correction des erreurs dans le texte se déroule en deux étapes : quand un syndrome non nul est détecté, on regarde si l’erreur est simple, si c’est le cas, elle est corrigée. Si elle n’est pas détectée comme étant une erreur simple, on vérifie s’il s’agit d’une erreur double, si c’est le cas, on la corrige. Si l’erreur n’est pas détectée comme étant simple ou double, elle n’est pas corrigée.


Si le syndrome calculé est nul, on génère un vecteur erreur de dimension 15 composé de "0" car il n’y a pas d’erreur. Dans le cas contraire (syndrome non nul), on cherche à détecter le type d’erreur (simple ou double) et à la corriger.


Pour décider qu’une erreur détectée est simple, on compare le syndrome calculé avec une colonne de la matrice de contrôle H. S’il y a égalité entre le syndrome et une colonne, on relève l’indice de la colonne de H et on génère un vecteur erreur de dimension 15 composé de "0" sauf à l’indice trouvé où on écrit un "1".


Dans le cas où l’erreur détectée n’est pas décidée comme simple, on vérifie si elle est double. Pour décider qu’une erreur détectée est double, on compare le syndrome calculé avec une combinaison linéaire de deux colonnes de la matrice de contrôle H. S’il y a égalité entre le syndrome et une combinaison linéaire de deux colonnes, on relève les indices des deux colonnes de H et on génère un vecteur erreur de dimension 15 composé de "0" sauf aux indices des colonnes trouvées où on écrit un "1".


Après avoir calculé tous les vecteurs erreur du texte, ils sont écrits dans le fichier erreur.txt. Il ne reste plus qu’à corriger les erreurs détectées : pour cela, on additionne, en binaire, le texte qui contient les erreurs (texte_erreur.txt) et celui qui contient les vecteurs erreur (erreur.txt). En effet, les additions en binaire sont modulo 2 donc ajouter une erreur à une autre erreur revient à annuler l’erreur. Ainsi, on lit le mot code dans le fichier texte_erreur.txt et le mot erreur correspondant au mot code dans le fichier erreur.txt puis on additionne leur valeur en binaire bit à bit et on l’écrit dans le fichier texte_corrigé.txt.
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La dernière étape consiste à calculer le nombre d’erreurs qui subsistent après la détection et la correction des erreurs en vue de déterminer le taux d’erreur binaire TEB. Pour cela, on compare bit à bit le fichier texte_code_en_BCH.txt qui contient le texte sans erreur avec le fichier texte_corrige.txt qui contient le texte après détection-correction des erreurs.

La détection, la correction des erreurs et le calcul du TEB sont effectuées par le code suivant :

/**********************************

 *detection, correction d'erreurs et ecriture*

 **********************************/


int pos, som;


is3.open("texte_erreur.txt");


while(!is3.eof()){



for(i=0;i<n;i++){




is3>>car;




if(car=='1') r[i]=1;




if(car=='0') r[i]=0;



}



for(i=0;i<m;i++){




s[i]=0;




for(j=0;j<n;j++){





s[i]+=r[j]*Ht[j][i];




}




s[i]=s[i]%2;



}



som=0;



for(i=0;i<m;i++){




os4<<s[i];




if(s[i]==1) som++;



}



os4<<"\n";



if(som>0){




pos=compare1();




if(pos>=0){





for(i=0;i<n;i++){






if(pos!=i) os5<<0;






else os5<<1;





}




}




else{





compare2();





for(i=0;i<n;i++){






if(ligne[0]!=i && ligne[1]!=i) os5<<0;






else os5<<1;





}




}
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}



else{




for(i=0;i<n;i++) os5<<0;



}


}


os4.close();


os5.close();


is3.close();


char car2, car_bon;


int s1, s2, s, s_bon, err=0, nbcar=0;


is3.open("texte_erreur.txt");


is4.open("erreur.txt");


is5.open("texte_code_en_BCH.txt");


while(!is4.eof()){



is3>>car;



is4>>car2;



is5>>car_bon;



if(car=='1') s1=1;



if(car=='0') s1=0;



if(car2=='1') s2=1;



if(car2=='0') s2=0;



if(car_bon=='1') s_bon=1;



if(car_bon=='0') s_bon=0;



s=(s1+s2)%2;



os6<<s;



if(s!=s_bon) err++;



nbcar++;


}


nbcar--;


cout<<"\nApres detection et correction des erreurs :\n";


cout<<"On a corrige "<<err1<<" erreurs simples et "<<err2<<" erreurs doubles\n";


cout<<"Il reste "<<err<<" erreurs\n";


cout<<"TEB="<<(double)err/nbcar<<"\n";


os6.close();


is3.close();


is4.close();


is5.close();

Je fais appel dans cette partie du programme à deux méthodes :


pos=compare1();


compare2();

La méthode compare1() sert à déterminer l’indice de l’erreur dans le cas d’une erreur simple en comparant bit à bit le syndrome calculé avec une colonne de H. Elle ne prend pas de paramètre d’entrée car elle travaille avec des variables globales et retourne en sortie un 
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nombre entier représentant l’indice où se trouve l’erreur dans le mot. Voici le code de la méthode compare1() :

int compare1(){


int p=-1, l, occ;


for(l=0;l<n;l++){



occ=0;



for(int i=0;i<m;i++){




if(s[i]==Ht[l][i]) occ++;



}



if(occ==m){




p=l;




err1++;



}


}


return p;

}

La méthode compare2() sert à déterminer les indices des erreurs dans le cas d’une erreur double en comparant bit à bit le syndrome calculé avec une combinaison linéaire de 2 colonnes de H. Elle ne prend pas de paramètre d’entrée et ne retourne rien car elle travaille avec des variables globales. Voici le code de la méthode compare2() :

void compare2(){


int occ, l;


ligne[0]=-1;


ligne[1]=-1;


for(int i=0;i<n-1;i++){



for(int j=i;j<n;j++){




for(l=0;l<m;l++){





lHt[l]=(Ht[i][l]+Ht[j][l])%2;




}




occ=0;




for(l=0;l<m;l++){





if(s[l]==lHt[l]) occ++;




}




if(occ==m){





ligne[0]=i;





ligne[1]=j;





err2+=2;




}



}


}

}
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Après exécution du programme, les lignes suivantes s’affichent à l’écran :

dmin=5

On peut detecter 4 erreurs

On peut corriger 2 erreurs

Pe=.01

Apres insertion d'erreurs :

Il y a 62 erreurs sur 6315 bits

TEB=0.00981789

Apres detection et correction des erreurs :

On a corrige 62 erreurs simples et 0 erreurs doubles

Il reste 0 erreurs

TEB=0

En conclusion, pour une probabilité d’erreur Pe=0,01, le TEB est nul donc toutes les erreurs sont corrigées soit aucune erreur double et 62 erreurs simples.

D) Etude du TEB en fonction de Pe


On exécute le programme pour des valeurs de Pe allant de 0,0001 à 0,2. On trace une courbe de TEB, le taux d’erreur binaire en sortie du récepteur en fonction de Pe, la probabilité d’erreur de transmission du canal. Jusqu’à Pe=0,09, le TEB est nul, ce qui signifie que toutes les erreurs sont corrigées. A partir de Pe=0,1, la courbe est continûment croissante. Cela s’explique par le fait que le nombre d’erreurs par mot devient trop important pour que le codage BCH puisse toutes les corriger. Autrement dit, il y a des erreurs par mot qui sont d’ordre supérieur à 2 puisque le codage BCH(15,7) peut corriger des erreurs d’ordre 1 et 2. Plus Pe augmente, plus l’ordre des erreurs augmente.

La valeur à partir de laquelle on est sûr d’avoir un TEB non nul peut se calculer : en effet, on est sûr d’avoir un TEB non nul s’il y a plus de 2 erreurs pour chaque mot du texte donc à partir de Pe=2/15=0,133333.

Dans mon programme, le TEB est non nul à partir de Pe=0,1. Cela s’explique par le fait que les erreurs sont réparties aléatoirement dans le texte et non de façon uniforme donc il y a des mots sans erreur, d’autres avec des erreurs simples ou doubles qui peuvent être corrigées et d’autres avec des erreurs d’ordre supérieur à 3 qui ne sont pas corrigées.


A partir de Pe=0,15, on a le TEB qui est pratiquement égal à Pe. Pour des valeurs de Pe inférieures à Pe=0,14, on a le TEB très inférieur à Pe, ce qui montre que le code correcteur est efficace. Si on faisait des calculs pour des valeurs supérieures à 0,2, on trouverait un TEB élevé et supérieur à Pe. Cela reflète le fait que le codage correcteur devient inefficace pour des valeurs de Pe trop grandes.

Voici ce qu’affiche le programme pour une valeur Pe=0,09 :

dmin=5

On peut detecter 4 erreurs

On peut corriger 2 erreurs

Pe=.09
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Apres insertion d'erreurs :

Il y a 567 erreurs sur 6315 bits

TEB=0.0897862

Apres detection et correction des erreurs :

On a corrige 221 erreurs simples et 346 erreurs doubles

Il reste 0 erreurs

TEB=0

En annexe sont fournis le programme codeBCH.cpp, le tracé de la courbe du TEB en fonction de Pe et le texte codé en BCH.
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