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Abstract The purpose of this paper is to characterise the invariant sections-distributions
by a proper action. More precisely, we show thafiis a connected Lie group acting on
a differentiable vector bundl&€ — V such that the induced action dnis proper, then

the topological vector spa((e‘go(E))'G of the G-invariant linear functionals (on the space
C°(E) of C* sections with compact support) equipped with the induced weak-topology
(resp. the strong-topology), is isomorphic to the weak (resp. strong) topological dual of the
spacefoGo(E) (of all G-invariant sectiong with compact quotient sugp)/G) equipped

with a suitable topology; this coincides with the us@ar-topology if the orbit space is
compact, and with the Schwartz-topology if the graujs compact.

1. Introduction

Le probleme de déterminer les distributions invariantes sur un espace
vectoriel par un groupe de matrices a été étudié par divers auteurs : Methée
[Me], de Rham [Rh], Garding [Ga], Tengstrand [Te], Zhu [Zh], etc. Les
travaux de Ziemian [Zi], Herz [He] et Barra [Ba], portent sur les distribu-
tions invariantes sur une variété différentiable par un groupe de Lie connexe.
Dans [EK], El Kacimi détermine explicitement I'espace des courants inva-
riants par une action localement libre du groupe affine préservant un vo-
lume continu sur une 3-variété compacte a groupe fondamental résoluble.
Dans [He] (théoréme 3), Herz donne, dans le cas d’'une action propre d’'un
groupe de Lie connexe sur une variété différentiable, une caractérisation
de I'espace des fonctions divergences (c’est-a-dire le sous-espace vectoriel
topologique de I'espace de Schwartz engendré par les fonctiohsu f
est une fonction différentiable a support compact ein champ fondamen-
tal). Les sections-distributions étant des fonctionnelles plus générales que
les distributions et les courants, nous nous proposons dans ce travail, de
généraliser d'une part le théoréme de Herz aux sections-distributions d'un
fibré vectoriel muni d’'un groupe d’automorphismes dont I'action sur la base
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est propre, et d’autre part daractériser I'espace vectoriel topologique des
sections-distributions invariantes.

Le cas ou le groupe opérant est discret a été implicitement étudié pour
les courants dans [EMM].

Notre intéret portera donc sur les actions différentiables de groupes de
Lie (connexes) sur les fibrés vectoriels. Sauf mention expresse du contraire
ou précision, toutes les structures considérées dans ce papier (variétés, fibrés
vectoriels, fonctions, formes différentielles, sections) seront supposées
étre de class€ ™.

2. Préliminaires

SoientG un groupe topologique &t un espace topologique. On appelle
actionde G surV toute applicationp : (g,x) € G xV — gx € V
telle que : (L)p(e, x) = x pour toutx € V (e étant I'élément neutre de
G); (2) p(g', p(g,x)) = @(g'g, x) pour toutx € V ettousg, g € G.
L'action deG surV est ditepropre si pour tout compadf deV I'ensemble
{g e G / gCNC # P} estcompact (cf. [Pa]); cela signifie aussi que pour
tout compactC deV I'application(g, x) — gx deG x C dansV est propre
(i.e. I'image réciproque d’un compact deest un compact dé x C), ou
encore I'ensemblég € G / gC1 N C, # B} est compact pour tout couple
de compactg’; etC, de V.

LorsqueG est un groupe de Liey une variété et I'applicatiop ci-
dessus est différentiable, on dira que I'action est différentiableera dite
G-variété propre si I'action est en plus propre.

Exemples-Remarques.i) SoientG un sous-groupe fermé d’un groupe
topologiqueH ; alors la translation a gauche (ou a droite) &upar les
éléments d& définit une action propre d@ surH, plus généralement &i

estun sous groupe compactiealors I'action homogéne naturelle Gesur

H/K estpropre. Lorsqu& n’est plus compact mais que I'espace homogéne
H/K est du type réductif (cf. [KoT]), T. Kobayashi a donné un critére (et
des exemples) pour que I'action homogéne d’un sous-groupe rédusif

H/K soit propre. Une extension de cette étude en a été donnée récemment
par Benoist ([Be]).

ii) Soit G un sous-groupe fermé du groupesL(2, R) des isométries du
demi-plan de Poincar# ; alors I'action deG sur# est propre. Plus géné-
ralement, soiG est un groupe de Lie opérant par isométries sur une variété
riemanniennd telle que I'action soit effective (i.gx = x pour toutx € V
impliqueg = ¢); S'il existe un point x dans V tel que le groupe d’isotropie
G, = {g € G / gx = x} soit compact et que l'orbit&x = {gx / g € G}

soit fermé dans V, alors I'action d& sur V est propre (voir [Ku] p. 43); et
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c’est bien sir le cas & = Iso(V) est le groupe des isométries tout entier
(cf. par exemple [Hel]).

iii) SoientD un domaine borné (de frontiére assez réguliere)Ctieet
Aut(D) le groupe des transformations biholomorphegdmuni de la to-
pologieCP usuelle. Alors tout sous-groupe fermé de @} est un groupe

de Lie quiopere proprement sDr([Na] [Ro] [W0]). Signalons que le groupe

des transformations biholomorphes d’'une variété analytique complexe n’est
pas toujours un groupe de Lie (cf. par exemple [KoS]).

iv) Si G est compact, toute action topologique @esur V est propre. Si

V est compact, seuls les groupes compacts opérent de fagon propre sur
V. On en déduit évidemment que si I'action d’un groupeon compact

sur V est propre, alors il n’existe pas de partie Wequi soit compacte

et G-stable par I'action. Pour tout compadtde V, I'ensembleG-stable
GA={gx /geG, x € A} estle saturé dd ; il est facile de voir que ce
saturé est un fermé dé chaque fois que I'action est propre.

v) Soit G un groupe de Lie tel que tous ses sous-groupes compacts soient
finis; c’est par exemple le cas du groupe des transformations affines de
la droite réelle. Alors toute action propre desur V est localement libre

(i.e. pour toutx dansV, le groupe d’isotropi€5, = {g € G / gx = x} est

fini ), et par suite sur tout&-variété propreV, les orbitesGx de I'action
définissent un feuilletage sur la variété

Soit E = V un fibré vectorielC™ (réel ou complexe) au-dessus d'une
variété différentiable de dimensia¥i. Désighons paC®(E) I'espace de
toutes les section€*> muni de la topologieC*> (cf. par exemple [Di],
p. 229), celle-ci en fait un espace de Fréchet (i.e. espace vectoriel topolo-
gique localement carexeséparé metrisable et complef)°(E) désignera
I'espace des sectiond™ a support compact muni de sa topologie usuelle
(de Schwartz) : une suite,,) converge pour cette topologie versi, et seu-
lement si, il existe un compadtdeV tel que suppr) C A, supfo,) C A
pour toutn, eto,—o au sens de la topologi€*. Il s’agit en fait d’'une
topologie limite inductive stricte d’espaces de Fréchet, qui est plus fine que
la topologieC* et fait deC°(E) un espace vectoriel topologique locale-
ment conexeséparé et complet (non métrisable en général) souvent appelé
espace L.F. (Pour la notion de limite inductive, voir par exemple [K&]).

Une forme linéaire continue sar°(E) est ditesection-distribution du

fibré E 5 v.Dans le cas particulier du fibré vectoriel ~?7*(V) (produit
extérieur(N — p)-fois du fibré cotangearit*(V) ala variété/), on obtient
la notion dep-courant (de de Rham) sur la variété (oudistribution (de
Schwartz) suv en prenant le fibré triviak = V x R) : on note2 (V)
I'espace de®V — p-formes différentielles a support compact; un élénient
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du dual topologiqu&? (V) de QN P(V) est appelé-courant (ou courant
de degrép) surV ; I'évaluation deT surw sera noté< 7, w >.

Soit doncE = V un fibré vectorielC* et soitG un groupe de Lie
opérant différentiablement sur I'espace tdtagn envoyant fibre vectorielle
sur fibre vectorielle par des isomorphismes linéaires; naturellement une
action deG surV en est alors induite de fagon que la projectiorsoit
G-équivariante (i.e on a une représentationddans le groupe des auto-
morphismes Autt) du fibré). Désormaig€ = V sera un tel fibré qu’on
appellera alors uii;-fibré vectoriel, ou encoreG-fibré vectoriel propre
lorsque I'action induite d& sur la basé/ est propre. De maniére naturelle
une action induite d& surC>°(E) (et surC*(E)) est décrite comme suit :
pour un élémeng du groupe et une sectian du fibré, go est la section
donnée par :

(go) (x) = go (g7 1x) Vx eV

Si X, désigne un champ fondamental Sarassocié a un vecteur dans
l'algébre de LieG deG, eto € C*(E), la dérivé de Lielx,o de la section
o suivant le chamX,, est la section donnée par :

d
(Lx, 0) (¥) =~ li=0 ((expth)o) (x)  VxeV

Définition. Une sectionr est diteG-semi-invariante (respectivement -
invariante) si pour toug € G on a

go = A,(g)o (resp. go =o0)

(A, (g) =deét Adg(g) étant la fonction modulaire du groupe de LGe

Ce qui est équivalent, si le grouggest connexe, a

Lx,0 = (Tr ady)o, (resp. Lx,0 =0)

pour touth dans l'algébre Lie d&5 ; Tr ad, étant la trace de 'endomor-
phisme adjoint d&/ associé a.

Remarquons que le support d'une sectipisemi-invariante (o -invari-
ante) estG-stable par I'action.

L'espace vectoriel de toutes les sectior(gjui sontC> et non nécessai-
rement a support compact) telles qsu@p(r) soit G-stable par I'action et
supp(t)/ G soit compact, sera désigné gar (E). Celui-ci coincide avec
C>™(E) sil'espace des orbite8/ G est compact, et n’est autre qG€°(E)
si le groupeG est compact.

NotonsB la famille des sous-ensembles fernisle V tels queB soit
G-stable etB/G soit compact. Pour touB dans cette famille, I'espace
C¥ (E) des sections a support daBsmuni de la topologie” (:= celle
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induite par la topologi€*°) est un espace de Fréchet (puisqu’il est fermé
dansC®°(E)). On munira alors I'espace

B =Jcr®

BeB

de latopologie limite inductive stricte des topologl&s ; on obtient ainsi un
espace L.F. (c’est donc un espace vectoriel topologique localemesexenn
séparé et completv.z.l.c.s.c.); une suite(z,), dansC  (E) converge vers
T Si, et seulement si, il existB € B tel quesupp(t,) C B, supp(t) C B
ett,—t au sens de la topolog&™.

Les espaceEOGos(E) etf?(E) des sectiong respectivemenG-semi-
invariantes eG-invariantes telles qumpp(r)/G soit compact, seront mu-
nis de la topologie L.F. induite de celle d& (E), et seront par suite des
ev.t.l.cs.c..

Dans le cas particulierement intéressantibré vectorielA?T*(V)
(produit extérieurp-fois du fibré cotangeant), nous utiliserons la notation
QL (V) (respL2L (V). Un couran e C?(V) estalors diG-invariants si,
pour toute formev € Qév*p(V) ettoutg e G,ona< T,gw >=<T,w >
(ou gw désigne la transposée de la formear le difffomorphisme associé
alélémentg). Le sous espace d&’ (V) desp-courantsG-invariants suv
sera désigné par; (V).

L'objet de ce travail est de montrer les deux théoremes ci-dessous.

Théoréme 1. Soit E = V un G-fibré vectoriel propre ave& connexe.
Alors 'espace vectoriel topologiqL(é?fo(E))’G des formes linéaires conti-
nuesG-invariantes suitC2°(E) muni de la topologie faible (resp. forte) est

isomorphe au dual topologique faible (resp. fort)@éo(E).

Ce théoeréme sera en fait un corollaire du théoreme 2 ci-dessous, et du
fait que pour unG-fibré propre, les espacéios(E) etf?(E) seront iso-
morphes; nous exhiberons 'isomorphisme a I'aide de I'existence de "fonc-
tions modulaires” sur un@-variété propre pou: connexe ; pour cela nous
usons du théoréeme de "slice global” (version différentiable) de Abels ([Ab]).

Désormais (E —> V) sera unG-fibré vectoriel propre et le groupe
G est connexe. Pour tout € C(E) et pour toutx € V, 'ensemble
{g € G/ g7%x € supfo)} est alors un compact d€, a I'extérieur du-
quel I'applicationg — (go)(x) est nulle. D’ou I'existence de l'intégrale
fG(go)(x)dg pour une mesure de Hadp invariante a droitesur G. On
obtient ainsi une application linéaire

m : CX(E) —> C™(E)
o [ — mo
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donnée par :

(mo)(x) =/(go)(x)dg pour x € V.
G

Théoréme 2. 1) a)lmage(m) = Cgy,(E)

b) en tant qu’application deC°(E) versfzos(E), m est continue et
ouverte.

2) Lenoyawer(m) estle sous-espace dé€°(E) engendre par les éléments
Lxt ou X estun champ fondamentalet C>*(E).

Remarques. 1) Dans le cas particulier dG-fibré vectoriel trivial vV x

R — V (ou I'action est donnée paf(x, t) = (gx, t) a partir d'une action
différentiable deG sur V), I'assertion 2) du théoreme 2 n’est alors rien
d’autre que le théoréme 3 de Herz [He].

2) LorsqueG est compact, etg la mesure de Haar normaliséez(fG dg =

1), l'applicationm devient en fait une rétraction de I'espa€& (E) sur

le sous-espace des élémeatsnvariants (JAE]); d'ou le corollaire 2 ci-
dessous.

3) Associé a une métrique riemannienne sur une vakiétéientée de di-
mensionN, I'opérateurx de Hodge (cf. [Wa]) est en fait un isomorphisme
d’e.v.t. entre les deux espaces de Schwafte) ) etQY "(v), pour tout en-
tier p. LorsqueV est uneG-variété propre, on peut choisir une métrique rie-
mannienne&S-invariante (cf. [Pa], théoreme 4.3.1.), 'opératewte Hodge
associé a une telle métrique serait denéquivariant. Nous obtenons ainsi
que sur unes-variété propre, les espac€g (V) et Cg_”(\/) (respﬁg(V)
etﬁg_p(V)) sont isomorphes. Comme conséquence du théoreme 1, le co-
rollaire 1 ci-dessous exprime une dualité entre les couKarts/ariants et
les formesG-invariantes sur un&-variété propre.

Corollaire 1. SoitG un groupe de Lie connexe opérant différentiablement
et proprement sur une variété différentiatlede dimensionv. Alors

a) I'espaceC’ (V) desp-courantsG -invariants surV muni de la topologie
faible (resp.forte) est isomorphe au dual topologique faible (resp. fort)

de lespacez,, " (V).

b) Sil'espace des orbiteg/G est compact, alors I'espace dgscourants
G-invariants surV s’identifie au dual topologique d@g"’(V), espace
de toutes lesN — p)-formesG-invariantes surV muni de la topologie
C™.

Corollaire 2. SoientG un groupe de Lie compact connexefet> V un
G-fibré vectoriel. Désignons par I'un des espace€>°(E) ou C*(E).
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Alors on la décomposition topologique
F=F;®LgF

(LgF étant le sous-espace deengendré par les élémenits;t pour X
champ fondamental et € F, F; est le sous-espace de des éléments
G-invariants).

3. Démonstration du Théoréme 2
3.1. Soitr € C=(V)

Il est classique que s désigne une forme volume invariante a droite
sur un groupe de Li&, alors la translatée a gaucli¢_,» de  par un
élémentg—! € G, est donnée pai;,la) = (A, (g))w. Le fait quemo soit
G-semi-invariante en découlera alors immédiatement.

Désignons maintenant pdrle support der, qui est un compact de et
posonsB = suppmo). Il est clair que siv ¢ GA alors(mo)(x) = 0; on
déduit alors 'inclusionB C GA. La sectionmo étantG-semi-invariante,
son support esf-stable, d’ou I'égalité B = G(AN B), et par suite 'espace
des orbitesB /G n’est autre que I'image par la projection canonigGue-

V /G du compactA N B ; doncB/G est compact.

LespaceC*(V) est un L.F.fa(E) est une.v.t.l.c., et 'application
m : CX(E) — fa(E) est linéaire, la continuité séquentielle assurera
alors la continuité. Prenons dorfie,), une suite d’éléments d€>°(E)
convergeant vers 0; il existe alors un compade V tel que supfr,) C
A pour toutr. Soit ensuiteC un compact de5 A ; il s'agit d’établir que
mao, — 0 au sens de la topolog&> sur C. Pour cela choisissor$ un
ouvert relativement compact tel gdeC U. Les translatés 1U de I'ouvert
U pours € G, forment un recouvrement ouvert de on peut en extraire
un sous recouvrement fildl C Usnies ~1U . Or, pour tout: la restriction de
la sectionmo, a l'ouvertU est donnée par

(man) |U = (gan) |U dg
Gy
avecGy = {g € G / g7*U N C # ¥} qui est un compact puisque I'action
est propre; I'intégrale ci-dessus étant celle d'une fonction a valeurs vecto-
rielles (cf. par exemple [Ru], p. 75.)
Et puisquemno, estG-semi-invariante, sa restrictionsa‘U, pours € G,
est alors donnée par :

(moy) ls-1y = s H(Ag(s) | (gow)lu dg)
Gy
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Or de la continuité de I'application :

Gy x CP(E) — C¥(E |5-1p)
(g,0) = (go)lu

on déduit (puisqué&; est compact) que pour toute G, I'application :

CX(E) — C*(E |y-1y)
o s AGEH) [5,(80) lu dg)

est continue. D’ou mo,, — 0 au sens de topologie™ surC (puisqueC
est recouvert par un nombre fini d’ouveststU).

Montrons 'inclusion deC, (E) dans l'image den.

Soitt une sectiorG -semi-invariante de suppabttel queB/ G soit compact.

Il existe un compact telqueB = G A. En effet: Soi(V;); unrecouvrement
localement fini deB par des ouverts relativement compacts; on peut alors
écrireB/G = Ujc;p(V;) ol J est un sous ensemble fini d'indiceset

V — V/G la projection canonique. Le compatt= UjEJVj répond alors

a la question.

Considérons ensuite une fonctiofi® positive,y : V — R, a support
compact telle que¢y = 1 surA ; soitU un voisinage ouvert da sur lequel
Y est strictement positive.

La sectionyrz est alors a support compact inclus dand ; de plus
puisquer estG-semi-invariante, il est facile de vérifier I'égalité :

m(yt) = (My)t

ouM, : V — Restlafonction donnée par :
) = [ g 00(ds.
G

Pour toutx € U, la fonction :g € G — ¥ (g~%x) est positive sur I'ouvert

o Y(U) de G (avecp, : g € G — (g~1x) € V), on en déduit que :

(My)(x) > 0 pour toutr € U. De plus, il est facile de vérifier qui,, est

une fonctionG-invariante (i.e(My)(ax) = (My)(x) Ya € G, Vx € V).

D'ou : M, est strictement positive sur le satwé/ de 'ouvertU.
Considérons alors la sectiont donnée par :

(let)(x) six € GU
o sinon

(JaT)(x) = { (%)
Cette section est bien définie sur 'ouveV deV, et nulle a I'extérieur du
ferméG A de V (puisqueGA = supfr)), doncJ,t est une sectiod*,
qui est clairement a support compact (supg) C supgy)).

On vérifie ensuite facilement I'égalitén(J 7)) = 7.
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Ainsim : C®(E) — Cg,(E) est surjective.

Montrons que cette application est ouverte. Pour cela, consid@rons
I'application linéaire continue et bijective induite naturellement:d@ar
passage au quotient :

i : CP(E)/ker(m) — Cy,(E) , m[o] =mo

([o] désigne la classe dals®(E)/ker(m) de la sectionr € C>(E)); et
montrons que: est d’inverse continue. Puisqﬁ%oi(E) estun espace L.F,,

il suffit alors de montrer que pour tout compactde V, la restriction de
mta I'espaceCZ’, (E) est continue. Or d’apres ce qui précede, sil'on se
fixe le choix d’une fonctionrC* positive,y : V. — R, a support compact
telle queyr = 1surA,ona:

m(r) =[Jat] , VT e CE(E)

ol J,t est donnée pak).

Désignons ensuite pdf, un ouvert relativement compact tel qgdeC
U C U etsoity : V — R une fonctionC™ telle quep = 1 sur le fermé
GA, et supp C GUy. La fonction f := @Miw est alorsC* sur la variété
V toute entiére; et nous avons :

Jat = ftr VT e CZH(E).

La restriction den ! & I'espaceC, (E) est alors la composée de I'appli-
cationt — fr deCg,(E) dansC*(E) (qui est bien continue en vertu de
la formule de Leibniz, comme dans [Di], p. 229); suivie de la projection
canonique d€>®(E) surC>(E)/kerm. D'ou : m~* est continue.

Ceci acheve la démonstration de 1.)

3.2. Soitr € C®(E)

Lintégration sur le groupe de Li€ étant faite par rapport & une mesure
de Haar a droite, on en déduit quést) = m(t) pour touts € G.

D’ou : m(Lxt) = 0 pour tout champ fondamental

Réciproquement, sait € C°(E) telle queno = 0. Pour toute fonction
¥V — R, l'application® : G x V — E donnée par ®(g, x) =
V(x)go(glx) pourg € G x € V, satisfait aux hypothéses du lemme
ci-dessous.

Lemme. Soit® : G x V — E une application différentiable telle que :
i) VgeG, &(g,.) € CX(E).

i) Vx e V, l'application ®(.,x) : g — P(g, x) est nulle a I'extérieur
d’'un compact.
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iii) lasectionJ® : x — [, ®(g, x)dg, estnulle.
Alors il existe une famille finie d’applications différentiables : G x V —

E telles que :
= Zjszcbj
ou:
a) (Z;); désigne une base de champs de vecteurs invariants a gauche sur
G, (L7;®))(g,x) = G li=o ®;(g €XPIZ;, x);
b) pour tout; il existe K; un compact deV tel que pour toug € G, la
section®;(g,.) : x — P;(g, x) esta support dank ;.

Démonstration du lemmé&oit (V;); un recouvrement localement fini de
V par des ouverts contractiles et relativement compacts, e{;g9jtune
partition de I'unité associée a ce recouvrement. Pogfns= supfp;) et

D;(g,x) :=pi (x) D (g, x).
On a alors

®=>" &, suppd; CGxK; et
J®, (x) = / ®; (g, x)dg = p, (x)/ ® (g, x)dg = O.
G G

Au-dessus deV; le fibré vectorielEy, = 7 (V) % vV, esttrivial; il existe
donc une bas¢d:, ..., 7} duC>(V;)-moduleC>(Ey,) des sections de
E au-dessus d&;. On peut ainsi écrire :

dilg.x) =) F 500w

D'ou: [, f/ (g, x)dg = O pour toutx € V;, pour toutj =1,...,r.
En utilisant ensuite le théoreme 3.2 [Ha] on peut en déduire pouritout
etj I'existence d’'une famille finie de fonction[gf/") surG x V; (a support

dansG x K;) telle que :
j_ Z ik
=) Ll

(U : Z, est le champ de vecteurs sGr x V; donné parZ;(g,x) =
% l.—0 (g €XptZ;, x); et pour toutx € V;, les fonctionsfl.’k(.,x) sont a
support compact). D'ou :

R
®i =) (Zf{He;

i B — _ @ik Jk o pikgyd inei d —
Soit encore ®; = ., Lz ®;" avecd;” = f"d;. On a ainsi :® =

_ &k
Zi,j_,kszfDi o )
Ceci acheve la démonstration du lemma.
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Suite de la démonstration du théorémeCansidérons une fonctio@*
positive,y : V — R, & support compact telle que = 1 surA := suppo.
En appliquant le lemme a l'applicatiod : G x V — E donnée par
® (g, x) = ¥(x)go (g 1x), nous pouvons écrire :

= Zngj(Dj

Soit encore, pour toyt € G et pour toutt € V ona:

d .
gYWo @) =) o @/ (gXPIZ), x)

Dou:Vge G VxeVona:

d .
Y(g0o () =) — o g 'O (gexprZ;, gx).

En intégrant par rapport a la mesure de Hdgt nous obtenons :

~ d .
(Wo)(x) = Z/E l;—0 /Gg_1d>/ (gexptZ;, gx)dg.

(o — R est la fonction donnée paj:(x) = Jo ¥ (gx)dg)
Soit encore, a cause de l'invariance a droite/de

N d :
(Vo) (x) =ZjE|,_o/GeXp(th)g_lcbf(g,geXp(—th)x)dg.

Enposantalors;(y) = [, g 1d/(g, gv)dg, nous obtenons ainsi, pour tout
J, une section a support compact ( toujours puisque I'action est propre), et
nous avons :

. d
o)) = | —lio X1 Z))0;(€XP—1Z;x) |
c’est-a-dire on a I'égalité :
Yo = Zijjaj
ou 7]- désigne le champ de vecteurs fondamentalsassocié a I'élément
Y, =-2Z,.
La fonction différentiablej étantG-invariante et strictement positive

sur le compact, considéerons alors une fonction différentiableV — R,
G-invariante et telle quéy = 1 surA. Nous avons donc :

o= Zth;joj

Soit encore (puisque;jh = 0 pour toutj) :

o= Zijj(hoj)
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4. Démonstration du Théoreme 1

1¢¢ etape. Désignons par le sous-espace vectoriel d€°(E) engendrée

par les éléments yo pour X champ fondamental et € C>°(E); comme
conséquence duthéoreme 2, c’estun sous-espace vectoriel fermé. Le dual to-
pologique faible (resp. fort) de I'e.v.t. quotiefif®(E) / F est canoniquement
isomorphe a I'espace vectoriel topologiqtdg’o(E))'G des formes linéaires
continuesG-invariantes (sur 'espace de Schwatt? (E) des section€ >

a support compact) muni de la topologie induite faible (resp. forte).

D’autre part, d’aprés le théoreme 2, l'application C>°(E)/F — f?S(E)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. Sa transposée :

/

it (CoB)) = (CZ(E)/F)
est alors un isomorphisme d’e.v.t. QEZOS(E)) sur(Cf"(E))/(;.

2eme étape. |l sagit d’établir une identification entr€_,, (E) etC,, (E).

Proposition 1. SoitV uneG-variété propre ave& connexe.
Alors il existe une fonction différentiabley : V — R* telle que pour
toutg dansG et toutx dansV on a:

Ay (gx) = Ag(g)Av(x).
Démonstration de la proposition.

— PourV = G muni de sa translation a gauche, il suffit de prendre la
fonction modulaire du groupe.

— PourV = G/K muni de I'action homogene classique (&Uétant un
compact maximal connexe @8 : a cause de la compacité et la connexité
deK, lafonction modulaire du group®& passe au quotient et nous donne
A(;/K.

— Le théoréme de "slice global" de Abels [Ab] affirme I'existence d'une
fonction différentiableG-équivariante dé/ versG/K pour K compact
maximal deG ; il suffit alors de prendre pouty, la composée de cette
application suivie dé\g k.

Il est ensuite facile d’obtenir :

Corollaire 3. L'opérateurL : Cg,(E) — Cq (E) donné parL(t) = Ayt

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.
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