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Abstract The purpose of this paper is to characterise the invariant sections-distributions
by a proper action. More precisely, we show that ifG is a connected Lie group acting on
a differentiable vector bundleE → V such that the induced action onV is proper, then
the topological vector space(C∞

c (E))
′
G

of theG-invariant linear functionals (on the space
C∞
c (E) of C∞ sections with compact support) equipped with the induced weak-topology

(resp. the strong-topology), is isomorphic to the weak (resp. strong) topological dual of the
spaceC

∞
G (E) (of all G-invariant sectionsσ with compact quotient supp(σ )/G) equipped

with a suitable topology; this coincides with the usualC∞-topology if the orbit space is
compact, and with the Schwartz-topology if the groupG is compact.

1. Introduction

Le problème de déterminer les distributions invariantes sur un espace
vectoriel par un groupe de matrices a été étudié par divers auteurs : Methée
[Me], de Rham [Rh], Gärding [Ga], Tengstrand [Te], Zhu [Zh], etc. Les
travaux de Ziemian [Zi], Herz [He] et Barra [Ba], portent sur les distribu-
tions invariantes sur une variété différentiable par un groupe de Lie connexe.
Dans [Ek], El Kacimi détermine explicitement l’espace des courants inva-
riants par une action localement libre du groupe affine préservant un vo-
lume continu sur une 3-variété compacte à groupe fondamental résoluble.
Dans [He] (théorème 3), Herz donne, dans le cas d’une action propre d’un
groupe de Lie connexe sur une variété différentiable, une caractérisation
de l’espace des fonctions divergences (c’est-à-dire le sous-espace vectoriel
topologique de l’espace de Schwartz engendré par les fonctionsX.f oùf
est une fonction différentiable à support compact etX un champ fondamen-
tal). Les sections-distributions étant des fonctionnelles plus générales que
les distributions et les courants, nous nous proposons dans ce travail, de
généraliser d’une part le théorème de Herz aux sections-distributions d’un
fibré vectoriel muni d’un groupe d’automorphismes dont l’action sur la base
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est propre, et d’autre part decaractériser l’espace vectoriel topologique des
sections-distributions invariantes.

Le cas où le groupe opérant est discret a été implicitement étudié pour
les courants dans [EMM].

Notre intêret portera donc sur les actions différentiables de groupes de
Lie (connexes) sur les fibrés vectoriels. Sauf mention expresse du contraire
ou précision, toutes les structures considérées dans ce papier (variétés, fibrés
vectoriels, fonctions, formes différentielles, sections. . . ) seront supposées
être de classeC∞.

2. Préliminaires

SoientG un groupe topologique etV un espace topologique. On appelle
action deG surV toute applicationϕ : (g, x) ∈ G × V −→ gx ∈ V

telle que : (1)ϕ(e, x) = x pour toutx ∈ V (e étant l’élément neutre de
G) ; (2) ϕ(g′, ϕ(g, x)) = ϕ(g′g, x) pour toutx ∈ V et tousg, g′ ∈ G.
L’action deG surV est ditepropre si pour tout compactC deV l’ensemble
{g ∈ G / gC ∩ C 6= ∅} est compact (cf. [Pa]) ; cela signifie aussi que pour
tout compactC deV l’application(g, x) → gx deG×C dansV est propre
(i.e. l’image réciproque d’un compact deV est un compact deG× C), ou
encore l’ensemble{g ∈ G / gC1 ∩ C2 6= ∅} est compact pour tout couple
de compactsC1 etC2 deV .

LorsqueG est un groupe de Lie,V une variété et l’applicationϕ ci-
dessus est différentiable, on dira que l’action est différentiable ;V sera dite
G-variété propre si l’action est en plus propre.

Exemples-Remarques.i) SoientG un sous-groupe fermé d’un groupe
topologiqueH ; alors la translation à gauche (ou à droite) surH par les
éléments deG définit une action propre deG surH , plus généralement siK
est un sous groupe compact deH , alors l’action homogène naturelle deG sur
H/K est propre. LorsqueK n’est plus compact mais que l’espace homogène
H/K est du type réductif (cf. [KoT]), T. Kobayashi a donné un critère (et
des exemples) pour que l’action homogène d’un sous-groupe réductifG sur
H/K soit propre. Une extension de cette étude en a été donnée récemment
par Benoist ([Be]).

ii) SoitG un sous-groupe fermé du groupePSL(2,R) des isométries du
demi-plan de PoincaréH ; alors l’action deG surH est propre. Plus géné-
ralement, soitG est un groupe de Lie opérant par isométries sur une variété
riemannienneV telle que l’action soit effective (i.e.gx = x pour toutx ∈ V
impliqueg = e) ; s’il existe un point x dans V tel que le groupe d’isotropie
Gx = {g ∈ G / gx = x} soit compact et que l’orbiteGx = {gx / g ∈ G}
soit fermé dans V, alors l’action deG surV est propre (voir [Ku] p. 43) ; et
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c’est bien sûr le cas siG = Iso(V ) est le groupe des isométries tout entier
(cf. par exemple [Hel]).

iii) SoientD un domaine borné (de frontière assez régulière) deC
n et

Aut(D) le groupe des transformations biholomorphes deD muni de la to-
pologieC0 usuelle. Alors tout sous-groupe fermé de Aut(D) est un groupe
de Lie qui opère proprement surD ([Na] [Ro] [Wo]). Signalons que le groupe
des transformations biholomorphes d’une variété analytique complexe n’est
pas toujours un groupe de Lie (cf. par exemple [KoS]).

iv) Si G est compact, toute action topologique deG surV est propre. Si
V est compact, seuls les groupes compacts opèrent de façon propre sur
V . On en déduit évidemment que si l’action d’un groupeG non compact
sur V est propre, alors il n’existe pas de partie deV qui soit compacte
etG-stable par l’action. Pour tout compactA deV , l’ensembleG-stable
GA = {gx / g ∈ G , x ∈ A} est le saturé deA ; il est facile de voir que ce
saturé est un fermé deV chaque fois que l’action est propre.

v) SoitG un groupe de Lie tel que tous ses sous-groupes compacts soient
finis ; c’est par exemple le cas du groupe des transformations affines de
la droite réelle. Alors toute action propre deG surV est localement libre
(i.e. pour toutx dansV , le groupe d’isotropieGx = {g ∈ G / gx = x} est
fini ), et par suite sur touteG-variété propreV , les orbitesGx de l’action
définissent un feuilletage sur la variétéV .

SoitE
π→ V un fibré vectorielC∞ (réel ou complexe) au-dessus d’une

variété différentiable de dimensionN . Désignons parC∞(E) l’espace de
toutes les sectionsC∞ muni de la topologieC∞ (cf. par exemple [Di],
p. 229), celle-ci en fait un espace de Fréchet (i.e. espace vectoriel topolo-
gique localement convexeséparé métrisable et complet).C∞

c (E) désignera
l’espace des sectionsC∞ à support compact muni de sa topologie usuelle
(de Schwartz) : une suite(σn) converge pour cette topologie versσ si, et seu-
lement si, il existe un compactA deV tel que supp(σ ) ⊂ A, supp(σn) ⊂ A

pour toutn, et σn→σ au sens de la topologieC∞. Il s’agit en fait d’une
topologie limite inductive stricte d’espaces de Fréchet, qui est plus fine que
la topologieC∞ et fait deC∞

c (E) un espace vectoriel topologique locale-
ment convexeséparé et complet (non métrisable en général) souvent appelé
espace L.F. (Pour la notion de limite inductive, voir par exemple [Kö]).

Une forme linéaire continue surC∞
c (E) est ditesection-distribution du

fibréE
π→ V . Dans le cas particulier du fibré vectoriel3N−pT ∗(V ) (produit

extérieur(N −p)-fois du fibré cotangeantT ∗(V ) à la variétéV ), on obtient
la notion dep-courant (de de Rham) sur la variétéV (ou distribution (de
Schwartz) surV en prenant le fibré trivialE = V × R) : on note�N−p

c (V )

l’espace desN − p-formes différentielles à support compact ; un élémentT
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du dual topologiqueCp(V ) de�N−p
c (V ) est appelép-courant (ou courant

de degrép) surV ; l’évaluation deT surω sera noté< T,ω >.

Soit doncE
π→ V un fibré vectorielC∞ et soitG un groupe de Lie

opérant différentiablement sur l’espace totalE en envoyant fibre vectorielle
sur fibre vectorielle par des isomorphismes linéaires ; naturellement une
action deG sur V en est alors induite de façon que la projectionπ soit
G-équivariante (i.e on a une représentation deG dans le groupe des auto-
morphismes Aut(E) du fibré). DésormaisE

π→ V sera un tel fibré qu’on
appellera alors unG-fibré vectoriel, ou encoreG-fibré vectoriel propre
lorsque l’action induite deG sur la baseV est propre. De manière naturelle
une action induite deG surC∞

c (E) (et surC∞(E)) est décrite comme suit :
pour un élémentg du groupe et une sectionσ du fibré,gσ est la section
donnée par :

(gσ ) (x) = gσ(g−1x) ∀x ∈ V
Si Xh désigne un champ fondamental surV associé à un vecteurh dans
l’algèbre de LieG deG, etσ ∈ C∞(E), la dérivé de LieLXhσ de la section
σ suivant le champXh est la section donnée par :

(LXh σ ) (x) = d

dt
|t=0 ((expth)σ ) (x) ∀x ∈ V

Définition. Une sectionσ est diteG-semi-invariante (respectivementG-
invariante) si pour toutg ∈ G on a

gσ = 4
G
(g)σ (resp. gσ = σ)

( 4
G
(g) = dét AdG(g) étant la fonction modulaire du groupe de LieG.

Ce qui est équivalent, si le groupeG est connexe, à
LXhσ = (T r adh)σ, (resp. LXhσ = 0)
pour touth dans l’algèbre Lie deG ; T r adh étant la trace de l’endomor-
phisme adjoint deG associé àh.

Remarquons que le support d’une sectionG-semi-invariante (ouG-invari-
ante) estG-stable par l’action.

L’espace vectoriel de toutes les sectionsτ (qui sontC∞ et non nécessai-
rement à support compact) telles quesupp(τ) soitG-stable par l’action et
supp(τ)/G soit compact, sera désigné parC

∞
(E). Celui-ci coïncide avec

C∞(E) si l’espace des orbitesV/G est compact, et n’est autre queC∞
c (E)

si le groupeG est compact.
NotonsB la famille des sous-ensembles fermésB deV tels queB soit

G-stable etB/G soit compact. Pour toutB dans cette famille, l’espace
C∞
B (E) des sections à support dansB, muni de la topologieC∞

B (:= celle
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induite par la topologieC∞) est un espace de Fréchet (puisqu’il est fermé
dansC∞(E)). On munira alors l’espace

C
∞
(E) =

⋃
B∈B

C∞
B (E)

de la topologie limite inductive stricte des topologiesC∞
B ; on obtient ainsi un

espace L.F. (c’est donc un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé et complete.v.t.l.c.s.c.) ; une suite(τn)n dansC

∞
(E) converge vers

τ si, et seulement si, il existeB ∈ B tel quesupp(τn) ⊂ B, supp(τ) ⊂ B

et τn→τ au sens de la topologieC∞.
Les espacesC

∞
Gs(E) etC

∞
G (E) des sectionsτ respectivementG-semi-

invariantes etG-invariantes telles quesupp(τ)/G soit compact, seront mu-
nis de la topologie L.F. induite de celle deC

∞
(E), et seront par suite des

e.v.t.l.c.s.c..
Dans le cas particulièrement intéressant duG-fibré vectoriel3pT ∗(V )

(produit extérieurp-fois du fibré cotangeant), nous utiliserons la notation
�
p

Gs(V ) (resp.�
p

G(V )). Un courantT ∈ Cp(V ) est alors ditG-invariants si,
pour toute formeω ∈ �N−p

c (V ) et toutg ∈ G, on a< T, gω >=< T,ω >

(oùgω désigne la transposée de la formeω par le difféomorphisme associé
à l’élémentg). Le sous espace deCp(V ) desp-courantsG-invariants surV
sera désigné parCpG(V ).

L’objet de ce travail est de montrer les deux théorèmes ci-dessous.

Théorème 1. SoitE
π→ V unG-fibré vectoriel propre avecG connexe.

Alors l’espace vectoriel topologique(C∞
c (E))

′
G des formes linéaires conti-

nuesG-invariantes surC∞
c (E) muni de la topologie faible (resp. forte) est

isomorphe au dual topologique faible (resp. fort) deC
∞
G (E).

Ce théoerème sera en fait un corollaire du théorème 2 ci-dessous, et du
fait que pour unG-fibré propre, les espacesC

∞
Gs(E) etC

∞
G (E) seront iso-

morphes ; nous exhiberons l’isomorphisme à l’aide de l’existence de "fonc-
tions modulaires" sur uneG-variété propre pourG connexe ; pour cela nous
usons du théorème de "slice global" (version différentiable) deAbels ([Ab]).

Désormais (E
π→ V ) sera unG-fibré vectoriel propre et le groupe

G est connexe. Pour toutσ ∈ C∞
c (E) et pour toutx ∈ V , l’ensemble{

g ∈ G / g−1x ∈ supp(σ )
}

est alors un compact deG, à l’extérieur du-
quel l’applicationg 7−→ (gσ )(x) est nulle. D’où l’existence de l’intégrale∫
G
(gσ)(x)dg pour une mesure de Haardg invariante à droitesurG. On

obtient ainsi une application linéaire

m : C∞
c (E) −→ C∞(E)
σ 7−→ mσ
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donnée par :

(mσ)(x) =
∫
G

(gσ)(x)dg pour x ∈ V.

Théorème 2. 1) a)Image(m) = C
∞
Gs(E)

b) en tant qu’application deC∞
c (E) versC

∞
Gs(E), m est continue et

ouverte.

2) Le noyauKer(m) est le sous-espace deC∞
c (E)engendré par les éléments

LXτ oùX est un champ fondamental etτ ∈ C∞
c (E).

Remarques. 1) Dans le cas particulier duG-fibré vectoriel trivialV ×
R → V (où l’action est donnée parg(x, t) = (gx, t) à partir d’une action
différentiable deG sur V ), l’assertion 2) du théorème 2 n’est alors rien
d’autre que le théorème 3 de Herz [He].
2) LorsqueG est compact, etdg la mesure de Haar normalisée (i.e.

∫
G
dg =

1), l’applicationm devient en fait une rétraction de l’espaceC∞
c (E) sur

le sous-espace des élémentsG-invariants ([AE]) ; d’où le corollaire 2 ci-
dessous.
3) Associé à une métrique riemannienne sur une variétéV orientée de di-
mensionN , l’opérateur∗ de Hodge (cf. [Wa]) est en fait un isomorphisme
d’e.v.t. entre les deux espaces de Schwartz�

p
c (V )et�N−p

c (V ), pour tout en-
tierp. LorsqueV est uneG-variété propre, on peut choisir une métrique rie-
mannienneG-invariante (cf. [Pa], théorème 4.3.1.), l’opérateur∗ de Hodge
associé à une telle métrique serait doncG-équivariant. Nous obtenons ainsi
que sur uneG-variété propre, les espacesCpG(V ) etCN−p

G (V ) (resp.�
p

G(V )

et�
N−p
G (V )) sont isomorphes. Comme conséquence du théorème 1, le co-

rollaire 1 ci-dessous exprime une dualité entre les courantsG-invariants et
les formesG-invariantes sur uneG-variété propre.

Corollaire 1. SoitG un groupe de Lie connexe opérant différentiablement
et proprement sur une variété différentiableV de dimensionN . Alors

a) l’espaceCpG(V ) desp-courantsG -invariants surV muni de la topologie
faible (resp.forte) est isomorphe au dual topologique faible (resp. fort)

de l’espace�
N−p
G (V ).

b) Si l’espace des orbitesV/G est compact, alors l’espace desp-courants
G-invariants surV s’identifie au dual topologique de�N−p

G (V ), espace
de toutes les(N − p)-formesG-invariantes surV muni de la topologie
C∞.

Corollaire 2. SoientG un groupe de Lie compact connexe etE
π→ V un

G-fibré vectoriel. Désignons parF l’un des espacesC∞
c (E) ouC∞(E).
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Alors on la décomposition topologique

F = FG ⊕ LGF

(LGF étant le sous-espace deF engendré par les élémentsLXτ pourX
champ fondamental etτ ∈ F , FG est le sous-espace deF des éléments
G-invariants).

3. Démonstration du Théorème 2

3.1. Soitσ ∈ C∞
c (V )

Il est classique que siω désigne une forme volume invariante à droite
sur un groupe de LieG, alors la translatée à gaucheL∗

g−1ω deω par un

élémentg−1 ∈ G, est donnée parL∗
g−1ω = (4

G
(g))ω. Le fait quemσ soit

G-semi-invariante en découlera alors immédiatement.
Désignons maintenant parA le support deσ , qui est un compact deV et

posonsB = supp(mσ). Il est clair que six /∈ GA alors(mσ)(x) = 0 ; on
déduit alors l’inclusionB ⊂ GA. La sectionmσ étantG-semi-invariante,
son support estG-stable, d’où l’égalité :B = G(A∩B), et par suite l’espace
des orbitesB/G n’est autre que l’image par la projection canoniqueV →
V/G du compactA ∩ B ; doncB/G est compact.

L’espaceC∞
c (V ) est un L.F.,C

∞
Gs(E) est une.v.t.l.c., et l’application

m : C∞
c (E) → C

∞
Gs(E) est linéaire, la continuité séquentielle assurera

alors la continuité. Prenons donc(σn)n une suite d’éléments deC∞
c (E)

convergeant vers 0 ; il existe alors un compactA deV tel que supp(σn) ⊂
A pour toutn. Soit ensuiteC un compact deGA ; il s’agit d’établir que
mσn → 0 au sens de la topologieC∞ surC. Pour cela choisissonsU un
ouvert relativement compact tel queA ⊂ U . Les translatéss−1U de l’ouvert
U pour s ∈ G, forment un recouvrement ouvert deC, on peut en extraire
un sous recouvrement finiC ⊂ ∪finies

−1U . Or, pour toutn la restriction de
la sectionmσn à l’ouvertU est donnée par

(mσn) |U =
∫
GU

(gσn) |U dg

avecGU = {
g ∈ G / g−1U ∩ C 6= ∅}

qui est un compact puisque l’action
est propre ; l’intégrale ci-dessus étant celle d’une fonction à valeurs vecto-
rielles (cf. par exemple [Ru], p. 75.)
Et puisquemσn estG-semi-invariante, sa restriction às−1U , pours ∈ G,
est alors donnée par :

(mσn) |s−1U = s−1(1G(s)

∫
GU

(gσn) |U dg)
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Or de la continuité de l’application :

GU × C∞
c (E) → C∞ (E |s−1U )

(g, σ ) 7→ (gσ ) |U
on déduit (puisqueGU est compact) que pour touts ∈ G, l’application :

C∞
c (E) → C∞ (E |s−1U )

σ 7→ s−1(1G(s)
∫
GU
(gσ) |U dg)

est continue. D’où :mσn → 0 au sens de topologieC∞ surC (puisqueC
est recouvert par un nombre fini d’ouvertss−1U ).

Montrons l’inclusion deC
∞
Gs(E) dans l’image dem.

Soitτ une sectionG-semi-invariante de supportB tel queB/G soit compact.
Il existe un compactA tel queB = GA. En effet : Soit(Vi)i un recouvrement
localement fini deB par des ouverts relativement compacts ; on peut alors
écrireB/G = ∪j∈Jp(Vj ) où J est un sous ensemble fini d’indices etp :
V → V/G la projection canonique. Le compactA = ∪j∈JVj répond alors
à la question.

Considérons ensuite une fonctionC∞ positive,ψ : V → R, à support
compact telle queψ = 1 surA ; soitU un voisinage ouvert deA sur lequel
ψ est strictement positive.

La sectionψτ est alors à support compact inclus dansGA ; de plus
puisqueτ estG-semi-invariante, il est facile de vérifier l’égalité :

m(ψτ) = (Mψ)τ

oùMψ : V → R est la fonction donnée par :

(Mψ)(x) =
∫
G

ψ(g−1x)4G(g)dg.

Pour toutx ∈ U , la fonction :g ∈ G 7→ ψ(g−1x) est positive sur l’ouvert
ρ−1
x (U) deG (avecρx : g ∈ G 7→ (g−1x) ∈ V ), on en déduit que :
(Mψ)(x) > 0 pour toutx ∈ U . De plus, il est facile de vérifier queMψ est
une fonctionG-invariante (i.e.(Mψ)(ax) = (Mψ)(x) ∀a ∈ G, ∀x ∈ V ).
D’où : Mψ est strictement positive sur le saturéGU de l’ouvertU .

Considérons alors la sectionJAτ donnée par :

(JAτ)(x) =
{
(
ψ

Mψ
τ)(x) si x ∈ GU

o sinon
(∗)

Cette section est bien définie sur l’ouvertGU deV , et nulle à l’extérieur du
ferméGA deV (puisqueGA = supp(τ )), doncJAτ est une sectionC∞,
qui est clairement à support compact (supp(JAτ) ⊂ supp(ψ)).
On vérifie ensuite facilement l’égalité :m(JAτ) = τ .
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Ainsi m : C∞
c (E) → C

∞
Gs(E) est surjective.

Montrons que cette application est ouverte. Pour cela, considéronsm

l’application linéaire continue et bijective induite naturellement dem par
passage au quotient :

m : C∞
c (E)/ker(m) → C

∞
Gs(E) , m [σ ] = mσ

([σ ] désigne la classe dansC∞
c (E)/ker(m) de la sectionσ ∈ C∞

c (E)) ; et
montrons quem est d’inverse continue. PuisqueC

∞
Gs(E) est un espace L.F.,

il suffit alors de montrer que pour tout compactA deV , la restriction de
m−1 à l’espaceC∞

GA(E) est continue. Or d’après ce qui précède, si l’on se
fixe le choix d’une fonctionC∞ positive,ψ : V → R, à support compact
telle queψ = 1 surA, on a :

m−1(τ ) = [JAτ ] , ∀τ ∈ C∞
GA(E)

oùJAτ est donnée par(∗).
Désignons ensuite parU0 un ouvert relativement compact tel queA ⊂

U0 ⊂ U et soitϕ : V → R une fonctionC∞ telle queϕ = 1 sur le fermé
GA, et suppϕ ⊂ GU0. La fonctionf := ϕ

ψ

Mψ
est alorsC∞ sur la variété

V toute entière ; et nous avons :

JAτ = f τ ∀τ ∈ C∞
GA(E) .

La restriction dem−1 à l’espaceC∞
GA(E) est alors la composée de l’appli-

cationτ 7→ f τ deC∞
GA(E) dansC∞

c (E) (qui est bien continue en vertu de
la formule de Leibniz, comme dans [Di], p. 229) ; suivie de la projection
canonique deC∞

c (E) surC∞
c (E)/kerm. D’où :m−1 est continue.

Ceci achève la démonstration de 1.)

3.2. Soitτ ∈ C∞
c (E)

L’intégration sur le groupe de LieG étant faite par rapport à une mesure
de Haar à droite, on en déduit quem(sτ) = m(τ) pour touts ∈ G.

D’où : m(LXτ) = 0 pour tout champ fondamentalX.
Réciproquement, soitσ ∈ C∞

c (E) telle quemσ = 0. Pour toute fonction
ψ : V → R, l’application8 : G × V → E donnée par :8(g, x) =
ψ(x)gσ(g−1x) pour g ∈ G x ∈ V , satisfait aux hypothèses du lemme
ci-dessous.

Lemme. Soit8 : G× V → E une application différentiable telle que :

i) ∀g ∈ G, 8(g, .) ∈ C∞
c (E).

ii) ∀x ∈ V , l’application8(., x) : g 7→ 8(g, x) est nulle à l’extérieur
d’un compact.
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iii) la sectionJ8 : x 7→ ∫
G
8(g, x)dg, est nulle.

Alors il existe une famille finie d’applications différentiables8j : G×V →
E telles que :

8 =
∑

j
LZj8j

où :

a) (Zj )j désigne une base de champs de vecteurs invariants à gauche sur
G, (LZj8j)(g, x) = d

dt
|t=0 8j(g exptZj , x) ;

b) pour toutj il existe Kj un compact deV tel que pour toutg ∈ G, la
section8j(g, .) : x 7→ 8j(g, x) est à support dansKj .

Démonstration du lemme.Soit (Vi)i un recouvrement localement fini de
V par des ouverts contractiles et relativement compacts, et soit(pi)i une
partition de l’unité associée à ce recouvrement. PosonsKi := supp(pi) et
8i(g, x) := pi (x)8 (g, x).

On a alors

8 =
∑

i
8i , supp8i ⊂ G×Ki et

J8i (x) =
∫
G

8i (g, x) dg = pi (x)

∫
G

8 (g, x) dg = 0.

Au-dessus deVi le fibré vectorielEVi = π−1 (Vi)
π→ Vi est trivial ; il existe

donc une base
{
81
i , . . . , 8

r
i

}
duC∞(Vi)-moduleC∞(EVi ) des sections de

E au-dessus deVi . On peut ainsi écrire :

8i(g, x) =
∑r

j=1
f
j

i (g, x)8
j

i (x)

D’où :
∫
G
f
j

i (g, x)dg = 0 pour toutx ∈ Vi , pour toutj = 1, . . . , r.
En utilisant ensuite le théorème 3.2 [Ha] on peut en déduire pour touti

etj l’existence d’une famille finie de fonctions(f jki ) surG×Vi (à support
dansG×Ki) telle que :

f
j

i =
∑

k
Zkf

jk

i

(où : Zk est le champ de vecteurs surG × Vi donné parZk(g, x) =
d
dt

|t=0 (g exptZk, x) ; et pour toutx ∈ Vi , les fonctionsf jki (., x) sont à
support compact). D’où :

8i =
∑

j,k
(Zkf

jk

i )8
j

i

Soit encore :8i = ∑
j,kLZk8

jk

i avec8jk

i = f
jk

i 8
j

i . On a ainsi :8 =∑
i,j,kLZk8

jk

i .
Ceci achève la démonstration du lemme.ut
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Suite de la démonstration du théorème 2.Considérons une fonctionC∞
positive,ψ : V → R, à support compact telle queψ = 1 surA := suppσ .
En appliquant le lemme à l’application8 : G × V → E donnée par
8(g, x) = ψ(x)gσ(g−1x), nous pouvons écrire :

8 =
∑

j
LZj8

j

Soit encore, pour toutg ∈ G et pour toutx ∈ V on a :

gψ(x)σ (g−1x) =
∑

j

d

dt
|t=0 8

j(g exptZj , x)

D’où : ∀g ∈ G ∀x ∈ V on a :

ψ(gx)σ (x) =
∑

j

d

dt
|t=0 g

−18j(g exptZj , gx).

En intégrant par rapport à la mesure de Haardg, nous obtenons :

(ψ̂σ )(x) =
∑

j

d

dt
|t=0

∫
G

g−18j(g exptZj , gx)dg.

(où ψ̂ → R est la fonction donnée par :̂ψ(x) = ∫
G
ψ(gx)dg)

Soit encore, à cause de l’invariance à droite dedg :

(ψ̂σ )(x) =
∑

j

d

dt
|t=0

∫
G

exp(tZj )g
−18j(g, g exp(−tZj )x)dg.

En posant alorsσj (y) = ∫
G
g−18j(g, gy)dg, nous obtenons ainsi, pour tout

j , une section à support compact ( toujours puisque l’action est propre), et
nous avons :

(ψ̂σ )(x) =
∑

j

d

dt
|t=0 exp(tZj )σj (exp−tZjx) ,

c’est-à-dire on a l’égalité :

ψ̂σ =
∑

j
LỸj σj

où Ỹj désigne le champ de vecteurs fondamental surV associé à l’élément
Yj = −Zj .

La fonction différentiableψ̂ étantG-invariante et strictement positive
sur le compactA, considérons alors une fonction différentiableh : V → R,
G-invariante et telle quehψ̂ = 1 surA. Nous avons donc :

σ =
∑

j
hLỸj σj

Soit encore (puisqueLỸj h = 0 pour toutj ) :

σ =
∑

j
LỸj (hσj )
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4. Démonstration du Théorème 1

1ere étape. Désignons parF le sous-espace vectoriel deC∞
c (E) engendré

par les élémentsLXσ pourX champ fondamental etσ ∈ C∞
c (E) ; comme

conséquence du théorème 2, c’est un sous-espace vectoriel fermé. Le dual to-
pologique faible (resp. fort) de l’e.v.t. quotientC∞

c (E)/F est canoniquement
isomorphe à l’espace vectoriel topologique(C∞

c (E))
′
G des formes linéaires

continuesG-invariantes (sur l’espace de SchwartzC∞
c (E) des sectionsC∞

à support compact) muni de la topologie induite faible (resp. forte).
D’autre part, d’après le théorème 2, l’applicationm : C∞

c (E)/F → C
∞
Gs(E)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. Sa transposée :

mt :
(
C

∞
Gs(E)

)′
→ (

C∞
c (E)/F

)′

est alors un isomorphisme d’e.v.t. de
(
C

∞
Gs(E)

)′
sur

(
C∞
c (E)

)′
G

.

2eme étape. Il s’agit d’établir une identification entreC
∞
Gs(E) etC

∞
G (E).

Proposition 1. SoitV uneG-variété propre avecG connexe.
Alors il existe une fonction différentiable4V : V → R

∗+ telle que pour
toutg dansG et toutx dansV on a :

4V (gx) = 4G(g)4V (x).

Démonstration de la proposition.

– PourV = G muni de sa translation à gauche, il suffit de prendre la
fonction modulaire du groupe.

– PourV = G/K muni de l’action homogène classique (oùK étant un
compact maximal connexe deG) : à cause de la compacité et la connexité
deK, la fonction modulaire du groupeG passe au quotient et nous donne
4G/K .

– Le théorème de "slice global" de Abels [Ab] affirme l’existence d’une
fonction différentiableG-équivariante deV versG/K pourK compact
maximal deG ; il suffit alors de prendre pour4V , la composée de cette
application suivie de4G/K .

Il est ensuite facile d’obtenir :

Corollaire 3. L’opérateurL : C∞
Gs(E) → C

∞
G (E) donné parL(τ) = 4V τ

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.
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