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PREAMBULE 

Le chapi t re  1 reprend quelques r é s u l t a t s  de ma thèse de t ro is ième 

cycle 181 publiés en p a r t i e  dans un a r t i c l e  paru à Compositio Mathematica [9] 

e t  d 'aut res  r é s u l t a t s  d'un a r t i c l e  [18] en col labora t ion avec A .  Tihami à paraî-  

t r e  au Bul le t in  de l a  Société Mathématique de Belgique. Le chapitre II e s t  l a  

r ep r i se  t ex tue l l e  de l a  version [12] parue au Bul le t in  de 1 ' I R M A  e t  soumise à 

Manuscripta Mathematica. Le chap i t r e  III e s t  un t r a v a i l  commun f a i t  avec 

G. Hector. Il a é t é  annoncé dans une note aux Comptes Rendus de l'Académie 

des Sciences de P a r i s  Cl51 e t  une version raccourcie p a r a î t r a  aux Annales de 

1 '1ns t i tu t  Fourier  [16]. Le r é s u l t a t  de f i n i t u d e  q u ' i l  con t i en t  a dé jé  été 

obtenu en col labora t ion avec G. Hector e t  V.  Sergiescu à l ' a i d e  de deux s u i t e s  

spec t ra l e s ,  l 'une du type cech-de Rham, l ' a u t r e  s imi l a i r e  à c e l l e  d'un f i b r é  

pr incipal  e t  e s t  paru à Mathematische Z e i t s c h r i f t  [17]. Enfin, l e  chap i t r e  I V  

qui  cont ient  l e  r é s u l t a t  général de l ' a spec t  t ransverse  é tud ié  dans l e  second 

vo le t  de cette "'iièse a f a i t  l ' o b j e t  d'une publ ica t ion in t e rne  r131 au B u l l e t i n  

de 1 ' I R M A  de L i l l e .  

Certains ob je t s  sont notés différemment e t  ce r t a ines  nota t ions  dé- 

signent des ob je t s  d i f f é ren t s  quand on passe d'un chapi t re  à un aut re .  Nous 

avons p r i s  l e  soin  de l e s  p réc i se r  à cheque f o i s  !. 



INTRODUCTION 

La r i g i d i t é  d'un f e u i l l e t a g e  t i e n t  à l a  f o i s  de l a  géométrie des 

f e u i l l e s ,  l a  s t ruc tu re  transverse e t  l a  topologie de l a  v a r i é t é  ambiante. Deux 

points de vue sont abordés dans ce  t r a v a i l .  Un point  de vue "tangent e t  trans- 

verse" dans lequel on développe des ca lculs  de ce r t a ins  inva r i an t s  de nature  

cohomologique e t  un point  de vue "purement transverse". En e f f e t  un f e u i l l e t a g e  F 

s u r  une v a r i é t é  M e s t  l a  r é a l i s a t i o n  géométrique d'un système d i f f é r e n t i e l  com- 

plètement in tégrable .  A un ins t an t  donné on passe d'une f e u i l l e  à une au t re  par  

un changement de condit ion i n i t i a l e .  On peut donc i n t e r p r é t e r  l 'espace des f e u i l -  

l e s  B = M/F comme un "espace de paramètres" des solut ions  de ce système di f fé-  

r e n t i e l .  Depuis l e  début de l a  théor ie  des f eu i l l e t ages  une question importante 

s ' e s t  posée explici tement ou implicitement : dans quel le  mesure l 'espace B 

ressemble-t-il à une v a r i é t é  compacte ? ( l a  v a r i é t é  ambiante M é t a n t  b ien  

entendu compacte). Des exemples simples montrent qu'en général B n ' e s t  pas 

une va r i é t é .  On peut cependant y d é f i n i r  l a  notion de d i f f é r e n t i a b i l i t é ,  de 

f i b r é ,  de sec t ion,  de métrique riemannienne, d 'opérateurs d i f f é r e n t i e l s  e t c . .  . 
Ces ob je t s  correspondent à l eu r s  analogues s u r  M invar iants  l e  long des f eu i l -  

l e s  en un sens à préc i se r  selon l e  contexte. Le but du second v o l e t  de c e t t e  

thèse  e s t  de montrer que s i  F a une cer ta ine  s t ruc tu re  t ransverse ,  ces ob- 

j e t s  géométriques s 'apparentent fortement à ceux d'une bonne v a r i é t é  compacte. 

m 
Les s t ruc tu res  considérées sont  de c lasse  C . Soi t  M une v a r i é t é  

compacte munie d'un f e u i l l e t a g e  F de codimension n ( r é e l l e  ou complexe 

suivant l e  cas) .  On supposera, pour s impl i f i e r  que F e s t  transversalement 

or ientable  ( c ' e s t  l e  cas par  exemple s i  F e s t  transversalement pa ra l l é l i sa -  

b l e  -T.P. en abrégé- ou transversalement holomorphe) sinon on passe à un revê- 

tement à deux f e u i l l e t s .  



1 .  S u X e  nnecahtle d'un X e W e Z a a e .  

Une forme différentielle a sur M est dite basique si elle vérifie 

i a = O et L a = O pour tout champ de vecteurs X tangent à F. Localement 
X X 

a est la relevée d'une forme différentielle sur la variété des plaques. On peut 

donc l'interpréter comme une ''forme différentielle sur l'espace BI'. 

Le faisceau $P des germes de p-formes basiques n'est pas fin et permet donc 
'L 

de définir une théorie de cohomologie H*(M,@') en général non triviale qu'on 
'L 

appellera la cohomologie bigraduée de la variété feuilletée (M,F). C'est en 

fait le terme E:" d'une suite spectrale (E ) associée à la résolution de 
r 

de Rham transverse 

d 0 -+ (R -+ @O -" '$1 -6 -3  $-+ 0 
'L 'L 'L 'L 

du faisceau constant R sur M. C'est l'analogue pour F de la version diffé- 
'L 

rentiable de la suite de Leray-Serre d'une fibration localement triviale 

(cf. [29]). La cohomologie bigraduée est apparue pour la première fois dans les 

travaux de B. Reinhart [ 4 4 .  Depuis lors, divers auteurs l'ont étudiée. 

1. Vaisman [57] a donné une résolution fine du faisceau @P en ternes de formes 
'-b 

différentielles. Dans sa thèse [51] K.S. Sarkaria a relié cette cohomologie aux 

classes caractéristiques des fibrés en droites complexes et a obtenu des résul- 

tats intéressants. Dans les travaux de K. Kodaira et D.C. Spencer [39] on peut 

trouver des applications aux déformations des feuilletages ainsi que dans les 

travaux de R.S. Hamilton 11331, T. Duchamp et M. Kalka [7]. Certains résultats 

ont été obtenus aussi par C. Roger [SOI, X. Masa [42], E. Macias [41], 

M.A. Mostow 1451. J'en oublie sûrement d'autres ; qu'ils veuillent bien m'excu- 

ser. Le même type de cohomologie a été utilisé par P. Molino [44] pour lire 

les obstructions à l'existence de connexions basiques. Jusqu'à récemment on ne 

disposait d'aucun calcul à part celui des feuilletages linéaires du tore T 
2 



qui a été fait partiellement par B. Reinhart [48] et d'une manière complète 

par J. Heitcsh 1341 et C. Roger 1501. Les méthodes de calcul reposent sur la 

notion de "petit dénominateur" déjà présente dans les travaux de H. Poincaré 

et C. Siegal. 

Je présente l'ensemble du travail que j'ai entrepris dan [BI, [9] et [18] sur 

cette cohomologie. 

J'ai montré pour commencer que le terme E:' est invariant par homotopie inté- 

grab1ei.e. une homotopie qui préserve chaque feuille individuellement. Par le 

biais d'une partition de l'unité sur M, nous avons établi [18] un principe 

généralisé de Mayer-Vietoris et donc, comme dans le cas classique, une autre 

suite spectrale de type clch-de Rham convergent vers H'(M,~). En particulier 

nous avons montré, à l'aide de cette dernière suite spectrale, que si F est 

transverse â une fibration F + M + W alors H*(M,$) = H*(w,$') oû kP 
est le faisceau localement constant sur W de fibre l'espace de Frechet A'(F) 

des p-formes différentielles sur F. Ce qui nous a permis de donner des calculs 

explicites pour beaucoup d'exemples de feuilletages.  ai montré [9] que si 

Hdim F 
(M,$') est nul alors le feuilletage F n'admet pas de mesure transverse 

invariante. 

I I .  D U E  p o u   le^ 64uARectagen . thavuuer idement  holomohpha . 
On suppose que F est transversalement holomorphe. Une forme différen- 

tielle sur M est dite basique holomorphe si elle est basique et si sa restric- 

tion à toute transversale est une forme holomorphe. Sur un ouvert distingué 

une telle forme est le pull-back d'une forme holomorphe sur an. Pas plus que 

le faisceau ,$,' le faisceau R' des p-formes différentielles basiques holomor- 
'L %F 

phes n'est fin. La cohomologie de M à valeurs dans nP sera appelée la coho- 
"iF 

mgai?-mixte de la variété feuilletée (M,F). Cette appellation est bien justi- 

fiée car d'une part une variété supportant un feuilletage transversalement holo- 



morphe est une variété mixte et d'autre part si F admet un feuilletage trans- 

verse (qui sera nécessairement holomorphe) alors H'(M,R') se calcule à l'aide 
5F 

d'un complexe mixte de de Rham-Dolbeault. L'avantage du faisceau $ est qu'il 

admet, contrairement à $', une résolution elliptique permettant de montrer 
5 

que les espaces vectoriels Hq(M,nP) sont de dimension finie. Ceci a été remar- J 
qué par 1. Vaisman [58]. Mais une démonstration correcte de ce fait n'a été 

donnée que récemment par T. Duchamp et M. Kalka [7]. 

De manière générale soit E un fibré vectoriel complexe feuilleté-holomorphe 

i.e. les fonctions de transition sont constantes sur les feuilles et transver- 

salement holomorphes. En suivant la démarche de T. Duchamp et M. Kalka [7] je 

montre que H*(M,'$(E)) est de dimension finie où #(E) est le faisceau des %F 

p-formes basiques holomorphes à valeurs dans E. Cette démonstration reste 

vraie si on remplace CLP(E) par n'importe quel 0-faisceau localement libre et ILF 5 

cohérent où = cO. Si E est le fibré normal holomorphe, l'espace 

1 O 
H (M,R (E)) paramètre les classes d'équivalence des déformations infinitési- 

5F . 

males de F. Je démontre par ailleurs l'analogue de la dualité de Serre à savoir 

que pour tout p = O ,..., n et pour tout q = O, ..., n+dim F l'espace vectoriel 

n+dim F-q 
Hq(M,,$(~)) est canoniquement isomorphe à H (hl,$-(E*)) où E' 

est le dual de E. 

J'ai d'autre part donné quelques calculs explicites de cette cohomologie. On 

peut noter enfin que la suite 

est une résolution du faisceau constant a.  D'OÙ une suite spectrale K~~ = 
% 1 

H~(M,Q') convergent vers la cohomologie de de Rham à coefficients complexes 
5F 

de la variété M. Par analogie aux cas classiques on l'appellera la suite 

spectrale de Leray-Serre-Frolicher de la variété feuilletée (M,F). Son intérêt 



est que pour n = 1 le terme K:" contient l'espace vectoriel H'(M/F) de 

cohomologie basique de f qui sera donc de dimension finie. Ce qui n'est pas 

toujours le cas si la codimension de F est strictement supérieure à 1 (codi- 

mension complexe ou réelle bien entendu suivant le cas). 

Chacune des cohomologies H"(M,$~) et H"(M,Q') dépend de la topologie des 
% %F 

feuilles pour a>l et ne peut en aucun cas être considérée comme cohomologie 

de l'espace transverse à F. Pour ce on considêre l'espace Q~(M/F) = HO(M,Q) 

des sections globales du faisceau @P qui n'est rien d'autre que l'espace des 
% 

p-formes différentielles basiques sur M. On obtient ainsi un complexe différen- 

tiel (R*(M/F) ,d) dont l'homologie H*(M/F) est appelée la cohomologie basi- 

que de F. On peut l'envisager comme cohomologie de de Rham de la structure 

transverse, voire de l'espace des feuilles de F. Ainsi lorsque F provient C'une 

fibration, H*(M/F) s'identifie à la cohomologie de de Rham de l'espace de base 

de la fibration. Que garde-t-elle alors de la cohomologie de de Rham d'une varié- 

té compacte ? Presque rien si le feuilletage est quelconque. On peut par exemple 

se demander si les espaces vectoriels H'(M/F) sont de dimension finie. Ceci 

1 
est immédiat pour HO(M/F) et H (M/F). Mais en général il n'en est rien pour 

H'(M/F) avec : 2 :orne le montrent les exemples de G.W. Schwarz [53] et 

récemment ceux de K.S. Sarkaria [52] et E. Ghys [SI]. Ces derniers ont l'avanta- 

ge d'être analytiques. En plus une "complexification" des exemples de E. Ghys 

[21] fournit des exemples de feuilletages transversalement holomorphes de codi- 

mension complexe au moins 2 pour lesquels la cohomologie basique est de dimension 

infinie. Ce qui ne saurait se produire ni pour les feuilletages transversalement 

holomorphes de codimension 1 comme je viens de le signaler plus haut ni pour 

les feuilletages riemanniens auxquels on consacre une étude détaillée. 



111. CohomologLe b a ~ i y u e  den d d e a k g e n  niemannieno. 

Si F est riemannien i.e le fibré normal supporte une métrique rieman- 

nienne invariante par le pseudo-groupe d'holonomie, B. Reinhart affirme dans 

kg]  que la cohomologie basique de F est de dimension finie et vérifie la dua- 

lité de Poincaré. Malheureusement la seconde assertion a été mise en défaut par 

suite d'un contre-exemple de Y. Carrière [41. L'erreur détectée compromet en 

même temps l'assertion de finitude. La question est devenue désormais ouverte. 

Peu de temps après F. Kamber et P. Tondeur 1361 ont montré que les résultats 

et les démonstrations de B. Reinhart restent vrais pourvu que l'on se restrei- 

gne aux feuilletages riemanniens minimalisables (i.e admettant une métrique rie- 

mannienne quasi-fibrée pour laquelle les feuilles sont des sous-variétés mini- 

males). Nous avons alors abordé la question dans toute sa généralité pour un 

feuilletage riemannien F. Le comportement qualitatif d'un tel feuilletage est 

décrit par les théorèmes III. 1.2.1 et 111.3.1.2 dûs à P. Molino [43]. Ces deux 

théorèmes nous ont permis de construire deux suites spectrales 114 permettant 
)i 

d'une part de montrer que H (M/F) est de dimension finie et d'autre part de 

calculer effectivement cette cohomologie. 

En fait pour un feuilletage T.P. (Q*(M/» ,d) s'identifie à un complexe ellipti- 

que au-dessus de la variété basique de F (i.e. l'espace des adhérences des 

feuilles). A peu de choses près ceci reste vrai pour f riemannien en général. 

Notre résultat essentiel découle de cette observation : le complexe (Q*(M/F),~) 

admet une décomposition de Hodge (cf. [ J ~ J  ou [16]). Comme conséquence on retrou- 

ve le théorème de finitude pour H*(M/F). Il en résulte, d'autre part, que la 

cohomologie basique de F vérifie la dualité de Poincaré si et seulement si 

F est homologiquement orientable i.e. H~(M/F) est non nul. La dualité de 

Poincaré a été obtenue indépendamment par A. Haefliger (communication privée) 

et V. Sergiescu [54 ]  par des techniques homologiques. 



Ces premiers r é s u l t a t s  montrent à quel point  l a  cohomologie de 

de Rham de l ' espace  des f e u i l l e s  B e s t  proche de c e l l e  d'une v a r i é t é  com- 

pacte.  Ceci r en t re ,  en f a i t ,  dans l e  cadre p lus  général de l a  théor i e  des 

opérateurs transversalement e l l i p t i q u e s  que nous a l lons  esquisser  maintenant. 

IV. OpémXem .x%umvmdement &p-tiquen nwt L a  @i.U&gen hkmannknn. 

Soi t  q : E + M  un f i b r é  v e c t o r i e l  complexe de rang N ' .  On d i r a  

que E e s t  un F-fibré s ' i l  e s t  muni d'une connexion basique V ( c f .  I V . 2 . 1 . 3 ) .  

Une sec t ion  a  de E e s t  d i t e  basique s i  e l l e  v é r i f i e  V a  = O pour tou t  
X 

champ de vecteurs X tangent à F. C'est l a  généra l isa t ion  n a t u r e l l e  de l a  

not ion de forme d i f f é r e n t i e l l e  basique.  L'ensemble c ~ ( E / F )  des sec t ions  

basiques e s t  un module s u r  l 'anneau A(M/F) des fonctions basiques s u r  M.  

On note C l e  préfaisceau des sec t ions  basiques de E .  Un opérateur d i f f é e -  
<L 

t i e l  basique d 'ordre m agissant  su r  l e s  sec t ions  basiques de E e s t  un mor- 

phisme de préfaisceaux D : (C -+ (C t e l  que pour tout ouvert V d i s t ingué  pour 

F e t  t r i v i a l i s a n t  E, D s ' é c r i t  par  rapport  à un système de coordonnées lo- 

ca les  (x,y)adaptées à F ( i . e .  F e s t  d é f i n i  su r  V pa r  dy = 0) 

kl! où P = (P ) e s t  une matrice de rang r é e l  = rang r é e l  de E = 2N' t e l l e  que 
S 

a P p  e s t  un polynôme homogène de degré s en - a à coef f i c i en t s  des 
a ~ ~ ' " " -  ayn 

fonctions basiques. 

!& 
Soient z E M, €, E T M un covecteur basique (on d i r a  auss i  t ransverse  à F) e t  

g une fonction basique déf in ie  s u r  V t e l l e  que g(z) = O e t  dg = €,. Le sym- 

bole p r inc ipa l  de D en (z,<) e s t  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  o(D)(z,<) : E Z +  EZ 

da f in ie  pa r  



où cc est une section basique de E au-dessus de V vérifiant a(z) = n .  
a 

Formellement o(D)(z,c) s'obtient en substituant à a dans P la composante 
"k S 

& de 5 = ( c l ,  ...,5 ,). On dira que D est transversalement elliptique si 

o(D)(z,<) est un isomorphisme pour tout z E M et tout covecteur basique F, 

n 
non nul. Notons T*M' le fibré T M privé de la section nulle et Ê le fibré 

n 
image réciproque de E par la projection canonique T M' + M. C'est un F-fibré 

au-dessus de T*M' et le symbole principal de D est alors un morphisme de 
A ,. 

fibrés feuilletés o(D) : E -+ E. C'est un isomorphisme si et seulement si D 

est transversalement elliptique. La notion d'ellipticité transverse a été utili- 

sée de manière implicite par B. Reinhart [48 ] .  Elle se trouve aussi dans les tra- 

vaux de M.F. Atiyah [l] , A. Connes [5] et C. Lazarov [40] . Supposons maintenant 
que E est muni d'une métrique hermitienne h parallèle le long des feuilles 

2 2% 

pour la connexion canonique vS définie par V sur le fibré S E des 2-formes 

hermitiennes associé à E. Dans ce cas on dira que E est un F-fibré hermitien. 

Supposons m = 2m'   air. On définit alors une forme quadratique en chaque point 

(z, €J en posant 

L'opérateur D est fortement transversalement elliptique si cette forme qua- 

dratique est définie positive en tout point z de M et tout covecteur basi- 

que 5 non nul. Localement un F-fibré est l'image réciproque d'un fibré hermi- 

tien muni de la connexion de Levi-Civita sur la variété des plaques et un opéra- 

teur basique transversalement elliptique (fortement transversalement elliptique) 

agissant sur les sections basiques de E n'est rien d'autre que le relevé d'un 

opérateur différentiel au sens ordinaire elliptique (fortement elliptique) agis- 

sant sur les sections de ce fibré sur la variété des plaques. 



La métrique hermitienne h sur E permet de définir un produit scalaire 
03 

< , >E sur C (EIF) ie munissant ainsi d'une structure préhilbertienne pour 

laquelle l'adjoint formel D* de D est un opérateur différentiel basique. 

Je démontre alors le thérocme suivant : soit D un o~érateur différentiel 

d'ordre pair fortement transversalement elliptique agissant sur les sections - 
basiques d'un F-fibrG iiermitien E au-dessus de M. Alors l'espace vectoriel- - - 

H(E/F) = Ker D est de dimension finie et on a une décomposition orthogonale -- -----p. -- 

Supposons D auto-adjoint. U~conséquence immédiate de cette décomposition 

est que l'équation Da = 6 dans c~(E/F) a une solution (et dans ce cas 

l'espace des solutions est de dimension finie) si et seulement si 6 est 

orthogonale à H(E/F). La démonstration de ce théorème de décomposition se 

fait en trois étapes. 

i) D'abord si F est de Lie à feuilles denses, l'espace vectoriel c~(E/F) 

est de dimension finie. La décomposition de Hodge est donc un problème d'alg& 

bre linéaire. 

ii) Pour un feuilletage T.P. on utilise le théorème de Molino (cf. 111.1.2). 

Soit u un point de la variété basique W de F et notons FU la fibre 

au-dessus de u de la fibration basique : M -+ W associée à F et 
EU 

la restriction de E à FU. Le feuilletage F induit par F sur FU est 
u 

de Lie à feuilles denses ; l'espace vectoriel c~(E~/F~) est donc de dimension 

finie. Le parallélisme transverse 3 F et la structure de F-fibré sur E 

permettent de montrer que cette dimension ne dépend pas de u. On construit 
m 

alors un fibré Ë au-des s de W dont l'espace des sections C (E) au-dessus 
U 

de tout ouvert U s'identifie par un isomrphisme naturel $ à l'espace 
m - 1 CV(E/F) des sections basiques de E au-dessus de V = .rr (U).  autre part 



h induit une métrique hermitienne h sur Ë qui permet de munir cOD(Ë) d'un 
CO - 

produit scalaire de telle sorte que JI : c~(E/F) -+ C (E) est une isométrie. 

Enfin l'opérateur D induit sur W un opérateur différentiel 5 d'ordre 2m' 

fortement elliptique agissant sur les sections de Ë et faisant comuter le 

diagramme 

c~(E/F) 
D 

C~(E/F) 

La décomposition de Hodge pour D se ramène alors à celle de 5 sur W qui 

s'obtient en appliquant la théorie classique bien connue. 

iii) Enfin pour le cas général, on considère le fibré principal 

G = SO(n)--*. M'A M des repères orthonormés directs transverses à F. La 

# variété M' est munie d'un feuilletage T.P. F de même dimension que F 
* 

et invariant par l'action de G (cf. 111.3.1.2). On note E' = p E l'image 

réciproque par la projection P du fibré E qu'on munit de la connexion V' ' et de la métrique h relevées respectivement de V et 1,. On vérifie faci- 

# Fi lement que E est un F'-fibré hermitien muni d'une action du groupe G. 

CO 

L'espace C (EIF) des sections basiques de E s'identifie naturellement à 

l'espace C (E IF ) des sections basiques de E' invariantes par G. D'autre 
G 

part la connexion de Levi-Civita du fibré principal C ' + M permet de 

relever l'opérateur D en un opérateur diffërentiel D# basique, d'ordre 2n', 

agissant sur toutes les sections basiques de E'. Finalement on note Q' l'o- 

pérateur de Casimir le long des fibres de MX-&+ M et on pose 

D' = D + (-l)m'Q'. L'opérateur différentiel D' ainsi défini est basique, 

d'ordre 2m1, fortement transversalement elliptique et commute avec l'action 



de G .  En plus sa restriction à c~(E#/ Fit) = ? (EII) coïncide avec D. 

D'après ii) l'espace vectoriel H(&/F#) est de dimension finie et on a 

une décomposition orthogonale c~(E~/F#) = H(E#/F#) @ Im DI*. Comme 

fl (& j i # )  = ff(L#/fti) il c~(&/F#) et D commute avec G, en se restreignant 
G 

# # 
à C,(E / F  ) on obtient le résultat cherché. 

Corne applications, outre la décomposition de Hodge pour le complexe de de Rham 

basique obtenue au chapitre III, je démontre un théorème de Hodge-Kodaira pour 

le complexe de Dolbeault basique dans le cas où F est hermitien (i.e est rie- 

mannien et transversalement holomorphe). D'où l'on déduit que la cohomologie de 

Dolbeault basique est de dimension finie et vérifie la dualité de Serre si et 

seulement si F est homologiquement orientable. Si on raffine la structure 

transverse en supposant par exemple que F est transversalement kahlerien 

(et homologiquement orientable), les belles propriétés cohomologiques (struc- 

tures de Hodge, théorèmes de Lefschetz etc. ..) des variétés kahleriennes com- 

pactes se transposent entièrement à l'espace B = M/F. 

En fait ce théorème de décomposition s'applique à n'importe quel complexe 

basique transversalement elliptique sur un feuilletage riemannien sur une 

variété compacte. 

Signalons que cette théorie peut être écrite directement sur les 

pseudo-groupes d'isométries à génération compacte [32] qui est a priori un 

cadre plus général ! 

Les méthodes utilisées dans ce dernier chapitre permettent d'établir 

sur l'espace des feuilles d'un feuilletage riemanniensur une variété compacte 

beaucoup de théorèmes d'Analyse Classique (voir par exemple [IO] ,Cl 11 et [14]) 

dont certains d'entre-eux ont été à peine abordés dans le cas particulier d'une 

surface de Sataké. 



En conclusion, je peux dire que l'ensemble du travail constitue 

une réponse à la question posée : l'espace des feuilles d'un feuilletage rie- 

mannien sur une variété compacte est une "variété compacte1' du point de vue 

de l'Analyse Globale. 



CHAPITRE 1 

SUITE SPECTRALE D'UN FEUILLETAGE 





Dans ce paragraphe nous introduisons une suite spectrale d'un feuil- 

letage généralisant celle de Leray-Serre d'une fibration localement triviale. 

1 . 1 .  Dé~ivGCLon. Une forme différentielle a sur M est dite basique si 

i a = i da = O pour tout champ X tangent à F. 
X X 

Le faisceau 0' des germes de p-formes basiques n'est pas fin en 
'L 

général (sauf si dim F = O) et permet donc de définir une théorie de cohomologie 

Hq(~,@') non triviale qu'on appelle la cohomologie bigraduée de la variété 
'L 

feuilletée (M, F) . 
Cette cohomologie est en fait le terme 

El 
d'une suite spectrale 

(El) associée à F et dont l'aboutissement est la cohomologie de de Rham de M. 

1.2. PhopobLiion. On a une résolution du faisceau constant 5 : 

( 1  ) 
d 

0--@O- ... 
<L 'L 

Démonstration : Il est clair que IR s'injecte dans 0' qui est le faisceau des 
'L 

germes de fonctions constantes sur les feuilles. Pour démontrer l'exactitude il 

suffit de le faire sur un voisinage ouvert U de chaque point et appliquer le 

lemme de Poincaré habituel sur la variété des plaques. 

On obtient donc le : 

1.3. Théotrème b5]. La cohomologie de de Rham H*(M,R) est isomorphe à l'hyper- 

* * 
cohomologie M (Pl,@ ) de M à valeurs dans le faisceau différentiel Q*. 

Pii 'L 



A la suite exacte ( 1 )  correspond une suite spectrale (E ) de terme : 

rYq = H~(EI,~) convergent vers H*(M,R). 

Nous allons donner une résolution fine canonique du faisceau 9 en 

termes de formes différentielles qui nous permettra de calculer H*(M,$'). 
* * 

Pour tout fibré vectoriel E au-dessus de M, on notrera A E le 

fibré en algèbres extérieures associé. Une section du fibré A'T*F 8 A'V*F sera 

X 
appelée une q-forme différentielle tangente à valeurs dans hPv f .  On notera 

APsq(~) l'espace de ces formes différentielles et tPsq le faisceau des germes 
correspondant. 

Soit dF : Aopq(n) -+ AO'~+'(M) la différentielle extérieure le long des feuilles 

i.e. l'opérateur défini par 

qui vérifie clairement dp = 0. On a la 

2.1. P x o p o b ~ n .  [57]. La suite 

d~ + 10 (n) O -+ 0 -+ &OO(M) - dF ... 
% 

est une résolution fine du faisceau = @. 
% % 



x 
Puisque le fibré hPv F est feuilleté (le cocycle est constant 

sur les feuilles) l'opérateur 

d 81 
,40q g A~V*F f ,40~q+' g hPv"F 

@ 
'L 

donne globalement une différentielle notée encore dF. 

. AP*~(M) + *Ppq+l (M) 
d~ ' 

De la proposition 2.1 on déduit alors une résolution fine de 4'. 
% 

F F O- f- APO(M)- A~~(M)- .... 
'L 

Dans la suite H((M,~) sera noté H'~(M,F) et sera appelé la 

cohomologie bigraduée de type (p,q) de la variété feuilletée (M,F). 

Une homotopie habituelle préservant F laisse les termes (Er) r>2 

invariants mais pas le terme El. Pour ce faire il faudrait qu'elle préserve 

en plus chaque feuille individuellement. Une telle homotopie est dite intégrable 

(cf Cjlj).  

L'invariance du terme E par homotopie intégrable a été démontrée 1 

independamment par K. S. Sarkaria [5i] et l'auteur [ 9 ] . Nous rappelons rapidement 
cette dernière. 

Soient (M,F) et (M',FI) deux variétés feuilletées et f une 

application de M dans b". On dira que f est feuilletée si pour toute 

feuille L de F, f(L) est contenue dans une feuille de f'. 

On peut feuilleter M x [O,]] de deux façons différentes : 

* 
Soit par p F où p : M x [O, 1 1  -t M est la première projection 

soit en mettant le feuilletage F dans chaque facteur Mx{t). Dans le premier 



cas on dira que M x [0,1] est 1-feuilletée ; dans le second cas on dira que 

fi.: x [O, 11 est 2-feuilletée. 

Soient maintenant f et g deux applications feuilletées de 

(Y, F) dans (M' ,Fr ) . 

3.1. P c ~ i v u t i o v ~ .  F et g sont dites k-homotopes ( l c =  1,2j  s'il existe une 

application 

envoyant les feuilles du k-feuilletage sur Mx1 dans les feuilles de F'. 

3.2. Phopoo&un [51]. Si f et g sont k-homotopes alors elles induisent 

le même homomorphisme 

pour r >, k. 

3 .3 .  coira&&e [ 9  1. Si (MT ,F1) est un retract par k-déformation de (M,F), 

alors Er (M, F) et E (M' ,FI) sont isomorphes pour r >, k. 

En particulier si f : K + M' est un difféomorphisme feuilleté, 

alors pour tout r 2 O, Er(M,F) et Er(M' ,FI) sont isomorphes. 

Soit U = (UiIim un recouvrement ouvert de M. Pour tout multi- 

indice (io,. . . ,is) O" Pose : 

on a une suite d'inclusions : 

On fixe un entier p c {O,. . . ,n}. Cette suite d'inclusions induit 

une suite de restrictions : 



Les ouverts ('i ... i ) étant,. bien entendu, munis des feuilletages induits 
O 1 

par F. 

On pose : 

on construit alors comme dans le cas usuel (cf [ 3 ] )  un opérateur : 

4.1 .  Phopoh&on. La suite : 

O - AP*(M> 6, CO(U,A~") 6- C'(U,A~") - ... 
est exacte. 

Démonstration : On construit un opérateur d'homotopie K : cS(u,AP*) + CS-'(U,AP*) 

en utilisant une partition de l'unité, subordonnée au recouvrement U. 

De cette proposition on déduit : 

* * 
4.2 .  P h o p o h ~ o n .  La restriction r : A'"(M) -t C (Ll,AP ) induit un isomorphisme : 

%? 
r : H~"(M,F) -+ 5 (C*(U,A'*)) 

P 

où D = 6 + (-1lSdF est la différentielle du double complexe (c~(u,A~~))~~- 
P 

On a alors une suite spectrale E (p) de terme E~~(P) = H~(u,H~~) 

et dont l'aboutissement et la cohomologie bigradde de type (p,*) de (M,F) 

où tlPq est préfaisceau sur M qui à tout ouvert V e U associe HPq(v,~). 

4.3.  C a  p c i l u 2 c ~ f i m .  Si le recouvrement II est formé de deux ouverts Uo et 

UI 
la suite 4.1 se réduit à la suite exacte courte : 

O -+ AP'(M) - A~'(u~) A~'(U,) -+ iiP"(u0n u,) - O 
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à laquelle est associée la suite exacte longue 

qu'on appellera la suite de Mayer-Vietoris de cohomologie bigraduée de (M,f). 

Nous nous sommes référés 2 1 3 1  pour cette section. 

Nous allons donner quelques calculs explicites du terme (E ) de la 
I 

suite spectrale pour certains feuilletages. 

Soient X I ,  ..., X des vecteurs linéairement indépendants dans 
m 

Ces vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel de dimension m de 

Les m-plans affines parallèles à ce sous-espace définissent un feuille- 

tage invariant par les translations et donc un feuilletage sur Fm sur 

T ~ + ~  = I R ~ + ~ / E ~ + ~ .  Les feuilles sont des m-plans, des m-cylindres T ~ ~ R ~ - ~  ou 

des tores Tm. Ce feuilletage est défini par n formes fermées linéairement indé- 

pendantes en chaque point. Il possède donc une structure transverse de Lie mo- 

delée sur le groupe Etn. 

Tn+ 1 
Supposons m = 1 et notons FI le feuilletage sur défini 

par le vecteur X = (1 ,a2,. . . ,a ) . n+ 1 

Si FI  est à feuilles denses, alors toute fonction f telle que 

d f = O est constante. D'où H ~ O ( T ~ + ~  , f  l) = 8. Sinon les adhérences des feuilles 
F 
sont des tores qui fibrent 

Tn+ 1 Tn+ 1 -L 
sur un tore . Par conséquent 

HoO(Tn+l ,F ) = A(Tn+'-') qui est l'espace des fonctions sur T 
n+ 1 -L 

1 
O 1 

Pour calculer H ( T ~ , ~ ) ,  t o n s  w la 1-forme duale à X. 

Toute forme a de type (0,l) s'écrit : 



La forme ,1 est d -fermée. Elle est dF exacte s'il existe F 
h E A(T~+') telie que 

En développant f et g en série de Fourier, cette équation se 

ramène au système : 

où (sl,. . . ,s z si 1 a , .  . . a sont Q-linéairement indépendants 
n+ l n+ l 

1 n+l 
on montre facilement que 8 (T ,FI) est de dimension infinie mais séparé. 

Supposons ],a2, ..., a Q-linéairement indépendants. 
n+ l 

Si f o.....o # O le système (S) n'a pas de solution et donc 
. . 

dim Ilo1 (yni1 ,F]) 2 1. Sinon on choisit h arbitraire. Et pour 
O,. . . ,O 

La convergence de la série de Fourier de h dépend de la nature 

arithmétique du vecteur ( 1 ,a2,. . . ,an+ ]). 

5.1.1. Définition. Unvecteur (1.02 ,..., a ) dans !Rn+' est dit : 
n+ 1 

i) de Liouville si pour tout y > O il existe des entiers 

sl, ..., s tels que : 
n+ 1 

ii) diophantien s'il existe y > 2 et A > O tels que 

pour s~....,s~+~ assez grands. 



5.1.2. Théorème. Si le vecteur X = (I,a2, ..., a ) est n+ 1 

01 n+l 
i) de Liouville, H (T F )  est un espace vectoriel topologique 

de dimension infinie et non séparé, l'adhérence de O est de codimension 1. 

01 n+l 
ii) diophantien, H (T ,FI) est isomorphe à W et 

HP 1 (Tn+ 1 
c 

,FI) 2 IR pour tout p E {O,. . . ,nl . 
Si m est quelconque, on dira que f est diophantien si tous les 

m 

vecteurs X,,...,X qui le définissent le sont. 
m 

Dans ce cas on a le : 

5.1.3. Théorème. Soit Fp un feuilletage linéaire diophantien sur le tore 

Tn+rn . Alors 

H~~(T~'~, Fm) = nPRn B h%tm. 

Démonstration : On fait une récurrence sur din Fm et diim T"'~. On coupe sui- 

*n+m- 1 
vant deux fibres transverses à F . En utilisant l'invariance de la m 

cohomologie bigraduée par 1-homotopie on se ramène à un feuilletage diophantien 

p+m- l 
Fr 1 

sur et on applique la suite exacte de Mayer-Vietoris (cf CIE] 
pour plus de détails). 

5.2. FeuAReeLagen é p a h o h  eA onunpevinlonh. 

On note Aut(M,F) le groupe des automorphismes de F. On se donne 

comme dans [20], 

i) une variété W 

ii) une représentation p : Ti (W) +   ut (M,F). 
'L % 

Soit W le revêtement universel de W et p2 : WxN -+ M la deuxième 

projection. Alors le feuilletage p'~ est invariant par les transformations 2 

2i 2i 
WxM -+ WxM 

r\, 2i 
(u,x) ' (y*u,p(y)x) 



et induit donc un feuilletage 
FP 

sur la variété qkotient 

2i % 
M = WxM/(u,x) = (yu,p(y)x). 

P 
La fibration localement triviale : 

va nous permettre, en appliquant les résultats du 5.4 de construire une suite 

spectrale reliant la cohomologie de W, la cohomologie bigraduée de (M,F) 

*Y 
et convergeant vers H (M ,F ) .  Comme applications on calculera la cohomologie 

P P 

bigraduée des suspensions et un exemple de feuilletage (MP,Fp) obtenu à 

l'aide d'une représentation du groupe fondamental du cercle dans le groupe des 

automorphismes d'un feuilletage linéaire diophantien sur un tore. 

5.2.1. Suite spectrale. 

Soit V = (Vi)ia un bon recouvrement distingué (i.e les ouverts 

V .  sont distingués et tels que toutes les intersections finies sont contrac- 
1 

tiles) de W. On pose 

D'après le 5.4 on a une suite spectrale Er(p) de terme 

~ " 3 ~  (p) = $(u,H'~) qui converge vers la cohomologie bigraduée de (Mp,fp). 
2 

Ln fait H~~ est le préfaisceau localement constant sur W qui à 

tout ouvert V associe H~~(II-~ (V) ,F) . Le faisceau associé a pour fibre 
HPq(~,F) car ( (v), et (M,F) ont même type de 1-homotopie. 

On a donc une suite spectrale Er(p) de terme : 

~'~(p) = H'(W,H~~(M,F)) H'(U,H~~) 
2 

et dont l'aboutissement est la cohomologie bigraduée HP*(M F ). 
P' P 

5.2.2. Cas particuliers. 

i) Si F est le feuilletage ayant pour seule feuille M, on a : 

H'~(M, F) = 0 pour p > 0 



HO~(M, F) = qR(~). 
Dans ce cas, on retrouve la suite spectrale d'une fibration locale- 

ment triviale telle qu'elle est décrite dans [3] par exemple. 

ii) Si F est le feuilletage par points, f est obtenu en suspen- 
P 

dant un groupe de difféomorphisme de M. On a : 

pour q > O 

lipq(,,F) = 
A~(N) pour q = O i0 

où A'(M) est l'espace des p-formes différentielles sur M. 

La suite spectrale Er(p) stationne au terme E (p) i.e 2 

~ ~ ( p )  = ~~(p). comme E:'~ (p) = O pour q # O, on a : 

HP*'(M ,F ) = E;O(~) = H'(w,AP) 
P P 

où AP est le fibré plat localement trivial au-dessus de W dont la fibre 

est l'espace A'(M). 

L'action de JI1 (W) sur AP(M) est donnée par : 

où h = p(y) avec y E II1(W). 

5.2.3. Calculs explicites. 

5.2.3.1. Suspension d'un difféomorphisme de IR. 

Soit $ : IR -+ IR un difféomorphisme tel que : 

i) $(O) = O 

1 
ii) /$(x)/ < 1x1 pour x # O et p : II1($ ) = Z -+ Diff(W) la 

représentation définie par p(l) = 9. 

La variété M obtenue en suspendant IJ à l'aide de p est difféomorphe à 
P 
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Rx$' et le feuilletage Fp sur M a l'allure ci-dessous. 
P 

D'après 5.2.2. ii) on a : 

Soit U un recouvrement de SI par des intervalles ouverts 

Uo,U1,U2 dont les intersections sont des intervalles U 01 Y U ~ ~ ~ J ~ ~  et UOl2 = 0. 

Un élément c e C'(U,A~(!R)) est un triplet c (fo,fl,f2) où 

fo,f et f2 sont dans AP(R). On a 6c = (f01,f12,f20) où f01*f12 et £20 

sont donnés par : 

X 
 équation Sc = O est alors équivalente à fo = f l y  f = f2 et $ fo = fo. 1 

On en déduit que l'espace H~(S',A~(R)) s'identifie au noyau de l'opérateur 



Un raisonnement du même genre donne 

(SI ,AP(~R)) = Coker 4%. 

Nous ferons les calculs pour deux types de difféomorphismes : 

O est hyperbolique $ est infiniment tanzent 2 l'identité 
en O. 

1 O 
Dans tous les cas on a HO($ ,A (R)) = R. En effet une fonction f qui vérifie 

f = f $ est constante sur les orbites de $ ; donc sur les adhérences de ces 

orbites. 'fais c m e  ces adhérences ont O comme point commun, f est constante. 

i) cas où fl est hyperbolique. 

Le difféomorphisme $ est Cm-conjugué à l'homothétite x + ax 

(cf [5&]). On peut donc supposer $(x) = ax puisque la cohomologie bigraduée 

est invariante par conjugaison différentiable. 

I l 0  
Pour calculer H ($ ,A (W)) il suffit de résoudre le problème 

suivant : étant donné f E A'(R) existe-t-il g E: telle que 

I l 0  
Il est nécessaire d'avoir f (O) = O ; donc dim H (a ,A (R)) >, 1. Supposons 

cette condition remplie. Alors g est nécessairement de la forme : 



Pour x = O tous les termes de la série sont nuls donc elle est 

convergente. 

Nous allons montrer que la série dérivée converge uniformément sur tout compact 

[-R,+R] où R > O. On a formellement : 

Le terme f(anx) est majoré par sup f qui ne dépend pas de n. La convergen- 

 RI 
1 ce est assurée car O < a < J. On en déduit que g est bien défini de class C . 

Le même raisonnement vaut pour les dérivées d'ordre supérieur. La fonction g 

I l 0  
est cm. L'espace H (% ,A (R)) est donc isomorphe à IR. 

1 * 
Soit a = g(x) dx E: A (IR). Alors $ (a) = ag(ax)dx. Si a satisfait 

* 4 (a) = a, la fonction g vérifie 

n I n 
Pour x = 1, onobtient g(a) =--g(1). Quand n + m ,  a tend 

a 
vers O et g(an) tend vers m. La fonction g ne saurait donc être continue 

en O. D'où : 

1 1 1  
reste à calculer H (8 ,A (IR)). Pour cela, rappelons-nous que 

O 1 ~7' = H~(S',A~(R)) = H"(M ,f ). D'autre part, E:' = E:" @ dl(El ) est de 
P P 

dimension finie. Soit dP" = dim E;". On a : 

O = x ( M  ) = doO - (dI0+do1 ) + d  1 1  
P 

ii) Cas où $ est infiniment tangent à l'identité. 

Pour calculer la cohomologie bigraduée de (M F ) dans ce cas on 
P'  P 

se servira du fait que la suite spectrale 

E ~ s  = H PS (M , F  ) = H~(S',A~(R)) 
P P 



i* 
converge vers H (M ,R) au terme 

P E2' 

Tout d'abord HO(~,AO(R)) s' identifie aux fonctions constantes 

D'autre part, H'(u,Ao(R)) est le conoyau de l'opérateur 

A'((R) -t A0(IR) qui à f associe f - f 9. On est donc amené à résoudre 

1' équation 

On a g(0) = O (car $(O) = 0). 

Calculons les dérivées successives de g : 

g' (x) = f' (x) - Ji' f' <$(x> 1 

g"(x) = f"(x) - $ 1  2f"(g(x) - $"f ' ($(x)) 

etc.. . .. 
Or $'(O) = 1 et $"(O) = $'" (O) = . . . = O car f est infiniment tangent à 

1' identité en O. On en déduit que g doit être plate en O. H' (U,AO(IR)) est 

donc de dimension infinie. Il contient par exemple l'espace A ~ ( I R )  des fonc- 

tions analytiques. 

Le terme EOI = ~er(~;' + E") est isomorphe à R puisqu'il contient les cons- 
2 1 

1 
tantes et est facteur direct de H (N ,R) = E:' fil EiO. Donc EiO = O. Par consé- 

P 

quent = 0 car d = 0 sur 
1 1 EJ". 

1 1  
Finalement, on montre que H (Mp,Fp) est de dimension infinie. 

On résume tout dans le tableau qui suit en donnant les dimensions 

des espaces : 

Cas i) cas ii) 



Cet exemple montre bien que la cohomologie bigraduée n'est pas 

invariante par conjuyaison topologique. En effet, deux difféomorphismes contrac- 

tants g1 et q2 de R+ fixant O et tels que g1 infiniment tangent à l'i- 

dentité et $;(O) E [0,1] n'ont pas le même terme E:'; et pourtant ils sont 

topologiquement conjugués ! 

5.2.3.2. Suspension d'un difféomorphisme du cercle. 

1 
Soit 4 : $ + $' un difféomorphisme du cercle. Alors en suspendant 

1 1 $ à l'aide de la représentation p : Iil($ ) + Diff($ ) définie par p(l) = $ 

2 
on obtient un feuilletage F sur T . 

P 

Notons S( : IR + R un relèvement de $ tel que pour tout x E R 

on ait f(x+l) = f(x) + 1. Posons : 

iP (4 a (x) = lim --- . 
n++m 

Alors cette limite existe et est telle que si x' # x, a(x) - a(x') est un 

entier, donc définit un élément a de R / d  appelé le nombre de rotation 

de 4. 

Si $ est une rotation alors a coïncide avec l'angle de rotation. 

Dans ce cas le calcul a été fait en 5.1. 

Supposons que 4 n'est pas une rotation 

i) cas où a est irrationnel. 

D'après un théorème de Denjoy, Ji est topologiquement conjugué 

à la rotation d'angle a. 

Si le vecteur (1 ,a) E QI2 est diophantien (cf. 5.1.1 ii)) la con- 

jugaison est différentiable. [35] La dimension de la cohomoloçie bigraduée 

HP~(T~,F) est donnée par le tableau 



O 1 P 

(cf 5.1.2. ii)). 

Si (1,a) est de Liouville la question est ouverte. 

ii) Cas où a est rationnel. 

Le difféomorphisme 4 a nécessairement un point périodique x . 
Si xo est unique, $ est nécessairement infiniment tangent à l'identité 

en x . 
O 

La suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement {u~,u~) s'écrit 

PO 2 O + HPO(T~,F,) + H~O(U~,F,) (B H (UI ,FP) + HP0(u0n ul,Fp) + HP1(T ,$) 

Pour p = O, la suite s'écrit : 

O -+ IR -+ IR (B caO(sl) + caO(sl) (B cm(sl) + HO'(T~,F ) -+ O 

L'examen de cette suite montre que HO' est de dimension infinie. 



Pour p = 1, on a : 

11 2 
Là encore on constate que H (T ,F) est de dimension infinie. 

Dans le cas où il y a plusieurs points périodiques, on montre 

par des calculs similaires que les espaces de cohomologie bigraduée ont pour 

dimension 

5.2.3.3. Feuilletages sur les tores hyperboliques. 

Soit A une matrice de SC (n+m,Z) diagonalisable ayant ses 

valeurs propres Al, ..., Xn,l;, ..., 1; telles que A;, ...,A; soient irrationnel- 

j les. Pour tout j = 1, ..., m on notera X. = (1,012, ..., $) un vecteur propre 
1 

associé à la valeur propre a! de telle sorte que XI, ..., X soit un système 
J m 

libre. On supposera que j % est irrationnel pour tout j = 1 ,  ..., m et tout 

k = 2, ..., m. Le vecteur X est alors diophantien pour tout j .  
j 

Considérons le feuilletage Fm sur Tnm défini par l'action de fIm engendrée 

par les (X.). Ce feuilletage est diophantien. Sa cohomologie bigraduée de 
J 

type (p,q) est donc: 

lIPq (T"'" , F ~ )  = iRn Q Aq IRrn 

(cf 5.1.3). 

1 
Soit p la représentation de n1(6 ) = E dans ~ut(T"+~,~~) 

définie par ~ ( 1 )  = A .  En procédant de la même façon qu'en 5.2. on obtient 



un feuilletage 
FP 

sur le tore hyperbolique 

Les feuilles sont des plans 
1  IR^" et des cylindres e x $  . 

D'après 5.2.1., on a : 

Nous allons calculer le terme E (p) de cette suite spectrale, 2 
1 n 1 m 

Soit (0 0 0 '  , ) une base duale d'une base propre 

de A. Un élément f3 E: H ~ ~ ( T ~ + ~ ,  F ) peut être représenté sous la forme : 
m 

où . . sont des constantes. 
'i l,..., 1 J I  ,..., j 

P 9 
1  

L'action de ( S  ) sur un élément ei (resp. 0") s'écrit 
1 

oq 14 hiei (resp. h!eti). 11 est alors clair que la dimension de E2 (p) Eî (p) 
J . . 

est égale au nombre de (p+q)-uples i l ,  1 , J , .  . . , tels que 

hil...iiphtI... j A !  = I. 
q 

D'autre part, on a : 

car dim SI = 1. D'où : 

,F ) = ~?(p) ül E:'~" (p). 
P 

Tn+m+l 3 
Par exemple, si n = m = 1, on a A 

= TA et 
FP 

est le feuilletage d'Anosov 

décrit dans [22 ]  par exemple. Dans ce cas on a : 



0 2  3 
En particulier on a H (T F ) = O ; ce qui contredit un théorème de 1. Vaisman p71. 

A' 0 

Notons le faisceau des germes de champs basiques pour le feuilletage 

3 Fp sur T i.e le quotient du faisceau des germes d'automorphismes infinitésimaux 
A 

de 
Fp 

par le faisceau des germes des champs tangents à F . Des calculs jumilaires 
P- 

1 3  
à ceux que l'on vient de faire permettent de montrer que l'espace H (T*,F@) des 

CO 

déformations infinitésimales de Fp est nul. La C -stabilité structurelle de ce 

feuilletage a déjà été établie par E. Ghys et V. Sergiescu dans [22]. 





CHAPITRE II 

DUALITE POUR LES FEUILLETAGES 

TRANSVERSALEMENT HOLOMORPHES. 





1. Généralités. 

Soit F un feuilletage de codimension 2n sur une variété M de dimension 

2n+m. 

1.1. Définition. On dira que F est transversalement holomorphe s'il est défini par 
f. 

une famille de submersions locales Ui '4 cn telles que pour tous i et j il 

existe un isomorphisme holomorphe 
Yi j 

: fi(Ui n u.) -, f .(ui n u.) vérifiant 
J J J 

1.2. Exemples 

i) Sur (c' on considère le champ de vecteurs 

3 2 2 
Ce champ définit un feuilletage sur la sphère S = i(zl,z2) E 8 /Iz,/ + 1z212 = 11 

si et seulement si ses feuilles intersectent transversalement s3. Un calcul simple 
a 

montre que ceci est le cas si 8 @ 6.  Le flot induit sur s3 est transversalement 

holomorphe. Il a deux orbites fermées définies respectivement par zl = O et z = 0. 
2 

ii) En imitant la construction faite par E. Ghys dans pq on obtient d'au- 
tres exemples de feuilletages transversalement holomorphes. Soient N une variété 

munie d'un feuilletage F de codimension n transversalement holomorphe et B une 

variété à group- fondamentalde type fini. Supposons qu'on a une représentation 

p : IIl(B) + AU~(N,F) où AU~(N,F) est le groupe des automorphismes de N préser- 
% % 

vant F. Soit B le revêtement universel de B. Par produit BxN on obtient un 

feuilletage de codimension n invariant par les transformations : 

'L 
(b,z)--+ (yo%,p(y)z) 

où y e III(B) et induit donc un feuilletage F transversalement holomorphe sur le 
P 

% 
quotient M = BxN % 

l(b,z)%(y=%,p(y)z)' 

iii) Si F est le feuilletage par points dans l'exemple qui précède alors 



N est une variété analytique complexe et F est transverse à la fibration naturelle 
P 

lI N + M + B  

iv) Soit K = { (t,z) E lR+x(C) - ( (0,0)). L'équation dz = O définit un 

feuilletage de dimension 1 transversalement holomorphe sur K. Celui-ci est inva- 

riant par la transformation 

K-K 

(t,z)-+ (at,az) 

où a s ]0,1[ et définit un flot F sur M = K 
/(t ,z)*u(at ,az) qui n'est rien 

1 2  d'autre que le flot normal au feuilletage affine de Reeb sur S xD . 
Si on prend cette fois-ci K = Rxk - {(0,0)), la même construction donne 

1 2  un flot transversalement holomorphe sur 16 x$ . 

1.3. Remarques. 

i) Une variété qui supporte un feuilletage transversalement holomorphe est 

une variété mixte. 

ii) Toute transversale hérite d'une structure complexe. 

2. Cohomologie mixte d'un feuilletage transversalement holomorphe. 

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de dimension (réelle) 

m et de codimension n sur une variété M. 

Pour tout fibré vectoriel E sur M  on note = E 8 (C et c~(E) l'es- .. 
Pace de ses sections. On désignera par TF le fibré tangent à F et V F  = TM/TF 

le fibré normal et par 

la projection canonique. On a alors une suite exacte 

Soient v et v les sous-fibrés propres de l'automorphisme 
( 1  ,O) (0,l) 



associé à la structure complexe sur vFa. On a une décomposition 

L'application Ii s'étend par linéarité en Ii : TMC -+ v F ~ .  On notera II 
(1 90) 

1 a 

composée 
n 

TMC- v $-  P l  * V  
( 1  ,O) 

où pl est la première projection sui- 

vant (2.2). Posons 5 = Ker 
(1 ,O)* 

On obtient alors une suite exacte 

En utilisant une section T de n(l,O) : TMa: v on obtient 
(1,O) 

des isomorphismes 

TM = 5 @ V(, a (2.4) 

et 5 - TFa: @ v (2.5) 
(O,]) 

On notera i : TMa -t 5 la première projection. 

Soient nP(~) l'espace des p-formes différentielles sur M à valeurs 

complexes, fiP(M/2,) le sous-espace de fiP(~) des formes u vérifiant 

ixW = O 

pour tout champ de vecteurs X sur M tangent à 5 et le fibré des 

p-formes exté:i=ures sur v 
(I¶O). 

Les applications 
5 1  ,O) 

et T induisent de manière évidente des isomorphismes 

d'algèbres 

inverses l'un de l'autre. 

m i* 
Pour tout champ X tangent à < et tout w t C (A' ,O)) on pose 

où LX est la dérivée de Lie dans la direction de X. 



2.1. Proposition. Soit w s flP(~/5). Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) Lxw = O 

ii) w est localement la relevée d'une p-forme holomorphe sur cn. 

Démonstration. Soit (xl, ..., xm,yl, ...,y ) un système de coordonnées locales adaptées 
n 

à F. Un champ de vecteurs X tangent à 5 s'écrit dans ce système de coordonnées 

où ai et bk sont des fonctions. 

L a  condition i w = O implique que w s'écrit : 
X 

Un calcul simple montre alors que L w = O si et seulement si pour tout (jl, ...,jp) X 

la fonction W jl ....j ne dépend pas de x et est holomorphe en z i.e est 
P 

une p-forme holomorphe sur cn. 

2.2. Définition. Une p-forme différentielle vérifiant les conditions équivalentes de 

la proposition 2.1 est d i t e b a s i q u e . .  

On notera ClP le faisceau des germes de p-formes basiques holomorphes 
'LF 

O 
sur M. On posera R = 0 

'LF 'LF' 
La suite (2.3) donne une suite exacte d'algèbres extérieures 

et une suite exacte au niveau des faisceaux 
. * 

O + AI V* A Qq-' (M) -- fiq (M) A' i' + O 
% C1,O) 'L 

La différentielle extérieure induit un opérateur 

On définit D comme étant l'unique opérateur qui fait commuter le diagramme : 



1 

% 

I 
l 

d Id 

l 
I D  

J. 4- J. iX 
0 -t A'"* A nq(M) * ilq+] (M) 5 

2, (1,O) 2, 2, 
h4+lcZ + O 
% 

i.e. pour toute section a de kqiX on a 

Localement on a : 

et Da = 5 + dF où 5 est l'opérateur de Cauchy-Riemann sur E" et dF la diffé- 

rentielle extérieure sur R ~ .  

On a la 

2.3. Proposition [7]. La suite 

est une résolution fine du faisceau O . 
2,F 

Mieux encore 

2.4. Proposition. Le complexe associé à la suite (+) est elliptique. 

Démonstration : Soit y E M et notons nqC1 la fibre de 4q51 en y. Si 
Y 

5 = 5 
(1 ,O) 

+ 5 + EF est un vecteur cotangent à M en y, le symbole de D 

est l'application 

% 
O D(Y ,O : A;< - Aq+' 

Y 
< 

définie par D(y,gv = ( 5  + <  ) A v. Puisque = O si et seulement si 
(0,l) F 

E ( o ,  1 )  
= O et tF = O, la suite des symboles 



est exacte pour tout 5 # O. Ce qui démontre la proposition. 

Soit maintenant E un fibré vectoriel complexe de rang N défini par 

un cocycle (ui,y. .) oi1 Ui est un ouvert de M distingué pour F et 
1.3 'ij Une 

fonction sur 
'i j 

= Ui n U à valeurs dans &(N,C) . 
j 

2.5. Définition. On dira que E est un fibré feuilleté holamorphe si pour tous i 

et j, yij est constante sur les feuilles de f et transversalement holomorphe. 
luij 

Soit E un tel fibré et notons pour tout i, (e il,...,e 
iN 

) une base de 

sections basiques holomorphes (en un sens évident) trivialisant le fibré E au-dessus 

de U 
i' 

Une p-forme basique holomorphe à valeurs dans E est une section du faisceau 
N 

nP<E) = 8,) E s'écrivant localement 
k 

"F mi = 1 wi 8 ek où wk est une p-forme 
LF 1 k= 1 

holomorphe au sens de 2 . 2 .  

L'espace vectoriel H~(M,G'(E)) sera appelé la cohomologie mixte de type 
%F 

(p,q) de (M,F) à valeurs dans E. 

Dans toute la suite et sauf précision, tous les produits tensoriels que 

l'on considérera seront au sens du faisceau O 
"F' 

On note encore D l'opérateur 

De 2.3 et 2.4 on déduit la 

2.6. Proposition. La suite 

D 
O - nP(E) + ci' Q $(E) - A'<' 8 $(E) + 

n.8 
... 

s 

est une réduction fine elliptique du faisceau G'(E). 
"J F 

Ce qui donne le 

2.7. Théorème. Si M est compacte, alors pour tout p = O,...,n et tout 

q = O, ... n+m, l'espace vectoriel H~(:~,R~(E)) est de dimension finie. 
'LF 



Une démonstration de ce théorème dans le cadre des faisceaux h feuille- 

tés a Gté donnée par X. Gomez-Mont dans (21. L'idée de la résolution de fLP(~) se trouve %F 
dans [58]. 

3. Dualité de Serre. 

Dans toute la suite M sera supposée compacte, connexe et orientable. 

On note 

APq(M) l'espace des sections du faisceau hPq = kq<* 8 2; ; 
'-b 

A'~(E) celui du faisceau hPq B E = cq<. B $!(E). 
'L 

W 
3 . 1 .  Opérateurs * et D . 

En complétant une métrique hermitienne vFC par une métrique hermitienne 

sur TF on obtient une métrique hermitienne sur TM qui permet de définir un opérateur c c 

Soit d'autre part ( , ) la forme bilinéaire canonique mettant en dualité 

f f 
E et E . Pour tout e E E on notera e l'élément correspondant de E*. On définit 

alors l'opérateur 

N k  k *  k 
Par .( 1 a B ek) = 1 a 63 ek où a E nPq et e , .  . . e )  une base de 

k= 1 k=l "4 

sections basiqi-:s holonorphes trivialisant localement E (cf. 2.5). Il induit un 

isomorphisme 

, : APq(E) -.+ An-Ppn+m-q (E') . 

Y 
On pose alors de manière analogue au cas classique D = (-I)'+~ n-l Dw. On obtient 

ainsi un opérateur 

D* : (E) - Ap'q-l (E) . 

3.2. Produit scalaire. 

. On notera encore 1 et 1 %  respectivement les applications 
i * % 

i s I : ,@M) ii :'(E> - cq<* ii $"'E) et 1 B I : nq<* 8 :'(E) + cq(~) B 2'(~). 
5 % 



Soient a,B E A'~(E) qu'on peut écrire localement 

où cik et 6' sont des sections locales du faisceau hPq. Alors 
% 

est une forme différentielle scalaire de degré maximum définie globalement sur M. 

On pose 

L'espace APq(~) est ainsi muni d'une structure préhilbertienne. 

3.3. Proposition. L'opérateur D* est l'adjoint de D pour le prodiiit s r a l a i r e  , , 111 

Démonstration : Soient a 6 (E) et 6 E: A"~(E). On a : 

' * 
d(i*a A 1% B) = di CL A z * 6 + (-1) p+q-l A di* x 6 

conme I* est une section de l *  on a 
5 

dlY = i * ~  

D'où 

 autre part D* = ( - I ) ' + ~  X D'. En intégrant les deux membres sur M, on obtient 

Y * 3.4. Corollaire. L'opérateur V = DD + D  D  est auto-adjoint. 

Une section a E A~~(E) qui vérifie Ba = O est dite V-harmonique. On posera : 

' HP~(~) = Ker = Ker D n Ker . 



D'après la proposition 2 .6  l'opérateur V est elliptique. 11 résulte alors 

de la théorie générale (cf. 1591) des opérateurs elliptiques le 

3 . 5 .  Théorème. L'espace vectoriel ffPq(E) est de dimension finie et on a une décom- 

position orthogonale APq(E) = HPq(E) O Im D O Im D*. 

D'où le 

3 . 6 .  Corollaire. L'espace vectoriel H~(M,$(E)) s'identifie à ffPq(E) . 
Considérons maintenant l'accouplement Ji 

défini par 

J i ,  = i a  A i.@ 
1 M 

* * 
où i a A i $ est défini localement par 

i*a A 1'6 = 1 IG A 1'6'- (ek,e;) 
k,E 

k avec a = 1 a 8 ek et $ = 1 @ 8 ell. L'application Ji est indépendante de i* 
k= 1 !L=1 

(i.e. de la sectior T). 

3.7. Proposition. Pour tout a s A~~(E) et tout 6 E A ~ - ~ ' ~ + ~ - ~  (E*) on a 

La démonstration de cette proposition est immédiate 

On a alors un accouplement non dégénéré 

induit par $. Ce qui donne le 



3.8. Théorème de dualité de Serre [55] . On a un isomorphisme canonique 

H~(M,!$(E)) ' H~+~-~(M,$-~(E>). 

3.9. Remarques. 

i) Si dim F = dim M on retrouve le théorème de de Rham, le théorème de 

Hodge et la dualité de Poincaré usuelle. Si F est le feuilletage par points, M 

est une variété analytique complexe ; on retrouve aiors ies tnéorèmes de Dolbeauit, 

de Kodaria et la dualité de Serre. Les résultats qu'on vient de décrire constituent 

une généralisation naturelle de la situation classique. 

O O 
ii) Si E = C est trivial, alors l'espace vectoriel H (M,Q ) des fonc- %F 

tions basiques holomorphes est isomorphe à C. En effet soit f une fonction basique 

holomorphe. Comme M est compacte, f atteint son maximum en un point y E M. Posons 

A = {y c M/f(y) = £(y )I. Cet ensemble est clairement fermé et non vide. Soit y E A 

et considérons une transversale T à F passant par y. La restriction de f à Ty 
Y 

est holomorphe et atteint son maximum en y. Elle est donc constante en vertu du 

principe du maximum. Comme f est basique, elle est en fait constante sur un voisinage 

de y dans M. L'ensemble A est donc ouvert ; il est donc égal à M. Par suite la fonc- 

tion f est constante sur M. 

4. Exemples de calculs. 

Dans ce paragraphe nous considérerons des exemples de type 1.2 iii) pour 

lesquels nous calculerons les espaces vectoriels H~(M,$(E)). 

Soit V = {Vi}icI un recouvrement ouvert dénombrable de B tel que toute 

intersection finie "il n ... n V i  est contractile. 

Pour tout i 1, U. = ]I-'(v.) e:t un ouvert de M difféomorphe à V.xN et la 

restriction de ce difféomorphisme à toute fibre est un isomorphisme holomorphe sur N. 

La famille U = { ~ ~ j ~ ~ ~  est un recouvrement ouvert de M. On a alors (cf. [5]) une 

suite spectrale K (p) convergeant vers H*(M,s~'(E)) de terme 
'LF 



où Hpyk(E) est le préfaisceau localement constant sur B défini par 
'7, 

k 
fsk(E)(V) = H (II-'(v),nP(E)) pour tout ouvert V de B. En fait aF 

où HP'~(N,E) est la cohomologie de Dolbeault de type (p,k) à valeurs dans E de la 

variété analytique complexe N. 

4.1. Théorème. Il existe une suite spectrale Kr(p) convergeant vers H*(M,$$(E)) 

et de terme 

K:~(~) = (B,HP~~(E)). 
2> 

Si dim H~*(N,E) < +=J (ce qui est le cas si N est compacte), alors 

% 
H (B,H'"(N,E)) n'est rien d'autre que la cohomologie de de Rham de B à valeurs 

a 

dans le fibré vectoriel plat de fibre HPn(N,~). 

#i 
Nous allons donner explicitement des calculs de H (M,.QP) pour certains 

aF 

feuilletages. 

4.2. Sur une variété ouverte. 

1 
P O S ~ S  N = C, 8 = Il et considérons la représentation de i l l  (S ) = 2 

m 
dans Aut ((C) définie par p(l) = où $ ( z )  = az avec a E: (C . On obtient ainsi 

1 
un flot F transversalement holomorphe sur M = (CxS . 
Par le théorème 4.1 on a une suite spectrale 

~;~(p) = H'(I~ ,HP~~(&)) Q, 

O0 
Or Hpk(@) = O sauf pour p,k = O où H (&) = 6; espaces des fonctions holomorphes 

1 O sur C. et H (C) "- 6 est l'espace des 1-formes homomorphes sur 9. On va détailler 

le calcul Dour p = O. A peu de chose près le cas p = 1 se fait de la même manière. 

Il est facile de voir alors que 



O0 K (O) = Ker y 2 

1 O K2 (O) = Coker y 

Nous allons donc calculer Ker y et Coker y. 

n n n 
ij Soit f E 6'. Ona f(z) = 1 bn z et f $(z) = 1 a bn Z et donc 

n>O - n30 
f E Kery si et seulement si b = anb pour tout n > 0 .  n n 

C a  1. Si a est racine de l'unité i.e. s'il existe c N 'zl que aP = 1, 

alors les fonctions fn(z) = zn où n = kp sont linéairement indépendantes et véri- 

O0 
fient f = f . 4. L'espace K2 (0) est donc de dimension infinie. 

n n 

Ca 2. Si a n'est pas racine de l'unité, la relation f = f $ n'est 

O0 
satisfaite que si f est constante.  où K (O)= (C. 

2 

ii) Soit h E: 0. Alors h € Im y si et seulement si il existe f € 8' telle 

m n 
que h = f-f ,, 3 .  Si f(z) = 1 bn z et h(z) = 1 cn z cette relation se ramène 

na0 n>O 
au système : 

n 
(1-a )bn = c pour n > O. n 

1 O 
Si h est constante non nulle, ce système n'a pas de solution donc dim K2 (O) 2 1. 

Supposons Co = 0. 

C a  1. Si la1 # 1, alors 11-an] 2 11-laII. D'où 

La série 1 b zn converge alors uniformément sur C, et donc f est holomorphe. 
n>O 

1 O D'où K (O) = c. 
2 

% 
C a  2 .  \ a /  = 1 i.e. a = eie. Si 0 = 2i1 p/q où p t- Z et q 6 T; , alors 

1 O 
K (O) est de dimension infinie. 2 



0 C 
n n Si - n'est pas rationnel la convergence de la série z dépend de la 2ll 

n2l 1-e 

natur'e arithmétique de 8. Nous étudierons deux cas : 

a) 6 est diophantien i.e. il existe A > O et s > 2 tels que 

in0 1 
Il-e b - pour n assez grand. ûn aura alors : 

n 

1 O Ceci implique que f est holomorphe, et donc K2 (0) = E. 

8) e est "super liouville" i.e. : pour tout s > 1 ,  il existe un entier 

in 8 -2n 
ns tel que Il-e 1 < e S. On pose alors : 

I O pour n j ns 

'n = 1;. 
pour n = n 

De cette façon on peut définir une famille infinie libre de fonctions holomorphes h 

pour lesquelles l'équation f-f . $ = h n'a pas de solution dans 9. 

Rk iii) Finalement S' est de dimension 1, la suite spectrale K (p) converge 
2 

au terme K2(p). Donc : 

Les autres termes sont tous nuls. 

4.3. Sur une variété fermée. 

2 
Posons cette fois-ci N = (C / (E  @ i Q 2  et B = a' .  L a  variété N est un 

tore complexe de dimension 2 qu'on notera TF. Considérons la représentation 



Nous avons a l o r s  une s u i t e  s p e c t r a l e  

Rk R l p k 2  
K2 (p l  = H (S , H  (Tc)). 

Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que : 

Ok 
K2 (p)  = Ker y où 

pk 2 pk 2 Y : H (TC) --+ H (Tc) 

% 
Cc -- a-A a. 

1 D'aut re  p a r t ,  p a r  d u a l i t é  de Poincaré  s u r  S , on a : 

Ik Ok 
K2 (p l  = K2 (P ) .  

Un c a l c u l  simple mais un peu long donne a l o r s  : 

0 sinon.  

Ceci  donne l e s  d i f f é r e n t s  espaces H~(M,$;) 



On trouvera beaucoup d'exemples de calcul du même type dans E4]. 

5. Relation avec H'(M,c) 

Considérons le faisceau différentiel 

En raisonnant de manière analogue que dans le cas classique on montre que cette suite 

est exacte et est donc une résolution du faisceau constant de fibre cE. 

On obtient alors un bicomplexe 

qui donne un complexe double au niveau des sections globales. On en déduit le 

5.1. Théorème. Il existe une suite spectrale (E ) de terme 
r 

convergeant vers la cohomologie de de Rham H*(M,B). . 
Pour la démonstration et les détails on peut consulter 5 p. 179. 

Par analogie aux cas classiques, on appellera (E ) la suite spectrale 

de Leray-Serre-Frolicher du feuilletage F. 

Si M est compacte, on obtient à partir du théorème 2.7 le 

5.2. Corollaire. Pour tout r > 1 ,  l'espace vectoriel (E ) est de dimension finie.. 



6. Une application. 

Nous allons utiliser le corollaire 5.2 pour démontrer un résultat de finitude 

pour la cohomologie basique d'un feuilletage transversalement holomorphe de codimen- 

sion 1. 

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension 1 sur 

une variété M compacte, connexe et orientable. 

La décomposition (2.4) donne une décomposition au niveau des algèbres 

extérieures 

Une section du fibré lIpsk" est appelée forme différentielle de type 

(p,k,R). On note 

- AP'~'~(M) l'espace des formes différentielles de type (~,k,k) sur M. 

- AP >4 (M) = AP*~"(M) et jp'q le faisceau des germes correspondant. 
k+R=q 

La différentielle extérieure se décompose en une somme 

où a , a  , dF et 6 sont des opérateurs respectivement de type ( 1  ,o,o), (0,l ,O), 

(0,0,1) et (l,l,-1). 

- 2 
On montre facilement que l'opérateur D = 2+dF vérifie D = O pour des raisons 

de degré. On a la proposition dontla démonstration ne présente aucune difficulté. 

6.1. Proposition. Une forme différentielle sur M de type (p,O,O) et D-fermée 

est basique holomorphe. m 
On note toujours Q; le faisceau des germes de p-formes holomorphes. La 

résolution (2.6) s'écrit dans ce cas 



de telle sorte que la cohomologie mixte est isomorphe à celle du complexe 

Soit maintenant w une forme différentielle de degré s sur M. 

6.2. Définition. On dira que a est basique si elle s'écrit a = 1 Yp,k,o) où p+k=s 
a est une forme de type (p,k,O) et vérifiant d a 
(p,k,O) F (e,k,O) 

= o.. 

Localement a est la relevée d'une s-forme différentielle sur Cn. 

6.3. Théorème. Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension 1 

sur une variété compacte M. Alors la cohornologie basique H*(M/F,&) est de dimen- 

sion f inie.8 

Démonstration : On sait que HO(M/F,~) " C. D'autre part un calcul simple montre 
1 

que H'(M/F,C) s'injecte dans H (M,(F). Le problème se pose donc uniquement pour 

2 
H (M/F , (c ) .  Nous allons montrer que cet espace s'injecte dans le terme E de la 

suite spectrale (E ) .  La conclusion sera alors immédiate par le corollaire 5.2. r 

Soit a une forme basique pour F de degré 2. Elle est nécessairement 
- 

de type (],],O) et vérifie dF a = O. En plus, on a 3a = O et aa = O. Donc elle 

définit un cycle dans tout El". Supposons que a = dB où B est basique. 
r 

OR a = B(1,~,~)f8(~y1,~) et nécessairement dFB(I,O,o) = O et d ~ B ( ~ , ~  ,O) = O. 

Ce qui donne : 

a = aB 
(O, 1 ,O) + DB(l,O,O) 

i.e. ci est un bord dans ~.!j". Il existe donc un morphisme : 

Supposons que la classe de a est nulle dans E:" i.e. : 



où T) est de type (0,l ,O) et vérifie DT) = O = d n et y est de type (1,0,0) F 

et donc elle vérifie nécessairement dFY = O sinon on aura une composante de type 

(1,0,1), ce qui n'est pas le cas. La forme w = T)+y est basique et vérifie 

a = (a+a)w. 



CHAPITRE I I I  

COHOMOLOGIE BASIQUE D'UN 

FEUILLETAGE RIEMANNIEN. 





1 ,  Cohomologle banlque den 6 e d e X a g u  . t i z a ~ n v m d e m e n t  pa>r&é!AabLen : 

h&e h p e U e .  

Au paraéraphe (1 .1 . ) ,  nous f ixons  l e  langage e t  l e s  n o t a t i o n s  u t i -  

l i s é e s  dans ce  t r a v a i l  e t  nous rappe lons  l e s  théorèmes de s t r u c t u r e  de Fédida 

e t  Molino pour l e s  f e u i l l e t a g e s  T.P. ( vo i r  r4?] e t  P q ) .  La p lupa r t  de s  cons- 

t r u c t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  évoquées aux §. 1.1 e t  1.2) s e  t r ouven t  déjà chez 

Molino e t  (ou Drissen ( v o i r  [43] e t  pl) ; e l l e s  son t  e s s e n t i e l l e s  pour n o t r e  

propos ; nous avons donc é t é  amené à l e s  e x p l i c i t e r  e t  à l e s  compléter .  Enf in  

dans l e s  paragraphes 1.3 e t  1.4 nous décrivons l a  cohomologie (de De Rham) 

basique d 'un f e u i l l e t a g e  t ransversa lement  p a r a l l é l i s a b l e .  En p a r t i c u l i e r ,  

dans 1.4 nous i n t rodu i sons  une s u i t e  s p e c t r a l e  qu i  e s t  une ve r s i on  "d i f fé -  

r e n t i ab l e "  de l a  s u i t e  s p e c t r a l e  é t ud i ée  au § .II.5 de f7]. Cet t e  s u i t e  spec- 

t r a l e  e s t  c o n s t r u i t e  su r  l e  "modèle" de l a  ve r s i on  " d i f f é r e n t i a b l e "  de l a  

suite de Leray-Serre d'un f i b r é  d é c r i t e  dans b4.  

1 . 1 .  Champh de&&é4 - champh b a i y u u  - Fe&&q~6 . t t r a n ~ v m d m e v t t  

p a h a - a b l u .  

On note A(M) l ' anneau  des f onc t i ons  su r  une v a r i é t é  M. S i  

M e s t  munie d'un f e u i l l e t a z e  F, on désigne par  T(F) C T(M) l e  f i b r é  tangent  

à F e t  pa r  v(F) = T(M) / T(F) l e  f i b r é  normal à F. 

1 . 1 . 1 .  Champs f e u i l l e t é s  - champs basiques.-  

So ien t  X(M) l e  A(M)-module des champs de v e c t e u r s  s u r  M 

e t  r (F)  l e  sous-module des champs tangents  à F ( i . e .  des  s e c t i o n s  de 

T ( F ) ) .  

i )  On d i t  que X E X(M) e s t  un champ F - f e u i l l e t é  (ou simplement 

un champ f e u i l l e t é )  s i  on a  : 

[x,Y] E r ( F )  pour t o u t  Y e r ( F ) ,  



c'est-à-dire X est un automorphisme infinitésimal de F. On vérifie aisément 

que X est feuilleté si et seulement si le flot local ($ ) engendré par t 

X préserve F. L'algèbre de Lie des champs F-feuilletés est notée X(M,F). 

ii) Bien sûr, r(F) est un idéal de X(M,F) et on obtient une 

suite exacte d'algèbres de Lie : 

où X(M/F) = X(M,F)/r(F) est appelée l'algèbre de Lie des champs F-basiques 

(ou simplement basiques). Plus simplement on écrira Xb pour v*(X). 

1.1.2. Remarque. La notation X(M/F) se justifie par le fait 

que si F est une fibration localement triviale de base B, l'espace des 

feuilles M/F s'identifie à B et X(M/F) s'identifie naturellement à X(B). 

La même interprétation reste valable dans le cas des feuilletages transversa- 

lement parallélisables pourvu que l'on considère M/F comme une q-variété 

au sens de [z]. Pour cette même raison, nous préférons l'appellation champ 

"basique" plutôt que champ "transverse" (cf. E 3 ] )  pour les éléments de 

X(M/F) (voir 1.3.4.). 

Nous introduisons maintenant la famille ues feuilletages dont 

nous voulons étudier la cohomologie basique aux paragraphes 1.4 et 2. 

1.1.3. Feuilletages transversallement parallélisables. 

Soit .(M,F) un feuilletage de codimension n. 

i) On dira qu'un n-uple P = {P l,...,P 1 de champs feuilletés 
n 

définit un parallélisme transverse pour F si le n-uple pb= {pb b 
1 > ' . >Pn? 

de champs basiques est de rang n en tout point [et donc trivialise le fibré 

normal v ( F ) ] .  Si un tel parallélisme existe, on dit que F est un feuille- 

tage transversalement parallélisable - -  (ou plus simplement un --- feuilletage T . P ) .  



Dans le cas d'un feuilletage T.P, X(M/F) est un module libre 

engendré par 
b {P:,. . . ,P 1 et le morphisme v introduit en 1.1.1 (ii) 
n 

admet une section r .  Remarquons encore que la trivialité de v(F) n'est 

pas une condition suffisante d'existence d'un parallélisme transverse pour 

F. Par exemple, un feuilletage de codimension un est transversalement paral- 

lélisable si et seulement si il peut être défini par une forme fermée. Plus 

généralement X(M/F) est un sous-module du module des sections de v(F) 

mais il en est distinct en général. 

ii) Dans le cas particulier où le sous-espace vectoriel 

X(M/F) engendré par gb est une sous-algèbre de Lie, on dit que F admet 

une structure transverse de Lie ou plus simplement que F est un w-feuille- 
G- 

& tage de Lie. On vérifie que F est un /Lfeuilletage de Lie, si et seulement 
t 7  - 

si T(F) est le noyau d'une 1-forme a à valeurs dans qui est de rang 

maximum et vérifie l'équation de Maurer-Cartan : 

On peut encore remarquer qu'un feuilletage T.P admet une struc- 

ture riemannienne transverse. Nous introduirons et utiliserons cette struc- 

ture au paragraphe (2.2). 

1.1.4. Structure des y-feuilletages de Lie (cf. Dq). 
0' 

Soit F un 7-feuilletage de Lie sur une variété compacte If 

et soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de 

Lie y. Il existe un homomorphisme 
d 



t e l  que s i  p  : M -t M e s t  l e  revêtement cor respondant .  a l o r s  

i )  il e x i s t e  une f i b r a t i o n  localement  t r i v i a l e  

'L 
n : 1.r -t C, 

i n v a r i a n t e  par  Aut(p)  = I m  H ; 

* *  
i i )  l e  f e u i l l e t a g e  r e l e v é  F = p F de F p a r  p a pour 

f e u i l l e s  l e s  f i b r e s  de D .  

'L 
On remarquera que l a  c o n d i t i o n  ( i )  s i g n i f i e  que s i  y e t  y 

s o n t  des  éléments cor respondants  de A u t ( ~ )  e t  I m  H ,  a l o r s  pour t o u t  

2i 

X E M ,  o n a :  

1.1.5.  S t r u c t u r e  d e s  f e u i l l e t a g e s  t ransversa lement  p a r a l l é l i s a b l e s .  ( c f .  [43]) .  

S o i t  F un f e u i l l e t a g e  T . P  de codimension n s u r  une v a r i é t é  

compacte M. Il e x i s t e  : 

a) une a l g è b r e  de  L i e  de dimension g $ n , 
c 

b) une f i b r a t i o n  localement  t r i v i a l e  Ii : M + W de f i b r e  

(compacte) F , 

c )  Un G. - feu i l l e tage  de Lie  (F,Fo) à f e u i l l e s  denses s u r  F 
/' 

t e l s  que : 

i )  m = dim W = n-g, 

i i )  l e s  f i b r e s  de Ji son t  l e s  adhérences d e s  f e u i l l e s  de F , 

i i i )  l e  f e u i l l e t a g e  i n d u i t  par  F s u r  une f i b r e  de Ii e s t  isomor- 

phe à @ , F o l .  



L'a lgèbre  de  L i e  e s t  appelée l ' a l g è b r e  de L i e  s t r u c t u r a l e  7 
de F ,  l a  f i b r a t i o n  Ti e s t  l a  f i b r a t i o n  (ou f e u i l l e t a g e )  bas ique  de F e t  

W e s t  l a  v a r i é t é  bas ique  de F. 

En r a i s o n  de l a  p r o p r i é t é  ( i i )  c i -dessus l e  f e u i l l e t a g e  bas ique  

de F s e r a  dés igné  p a r  7 

Retenons quelques conséquences de 1.1.5. q u i  nous s e r o n t  u t i l e s  

pour l a  s u i t e  : 

1.1.6. Remarques. S o i t  F un f e u i l l e t a g e  T.P. s u r  Y.  

i )  Pour l e  f e u i l l e t a g e  (F,Fo), on a  b ien  s û r  X(F/Fo) = W. 

i i )  l e s  espaces  X(M,F) e t  X(M/F) s o n t  d e s  A(W)-modules. 

Par  a i l l e u r s  l ' e x i s t e n c e  du p a r a l l é l i s m e  permet de montrer  de façon immédiate 

que X(M,F) engendre X(M) comme A(M)-module. 

i i i )  De façon  é v i d e n t e  X ( M I F )  s ' i d e n t i f i e  à X(W). P a r  a i l l e u r s  

e n  r a i s o n d e  l a  p r o p r i é t é  ( i i )  de 1.1.5.,  X(M,F) e s t  une sous-algèbre de 

x ( M , ~ ) .  6n o b t i e n t  a l o r s  un morphisme de A(W)-modules e t  d ' a l g è b r e s  de L i e  

iï* : X(M,F) -t X(W). 

- 
i v )  Finalement on remarquera que l e  f e u i l l e t a g e  bas ique  F n ' e s t  

pas  T.P en gér Sra l  i.?. W n ' e s t  pas  nécessa i rement  p a r a l l é l i s a b l e .  Rien 

p l u s ,  Id n ' e s t  pas o r i e n t a b l e  en généra l  ( c f .  1.2.2. ( i i i ) ) .  

pUéRinabteb .  

Désormais F d é s i g n e r a  un f e u i l l e t a g e  de codimension n  sur  

une v a r i é t é  compacte M admettant  un p a r a l l é l i s m e  t r a n s v e r s e  P = I P , ,  . . . , P  1 
n  

que l ' o n  supposera f i x é  une f o i s  pour t o u t e s .  Le bu t  de ce second paragraphe 

i e r d  d ' e x p l i ~ ~ i e r  l e s  r e i d t i o n s  q u ' i l  y a e n t r e  l e s  d i f f é r e n t e s  a l g è b r e s  de 

- 
L i e  d e  champs de v e c t e u r s  a s s o c i é e s  à F ( e t  à s a  f i b r a t i o n  bas ique  F) .  



Pour ce faire, on commencera par décrire une "trivialisation locale simulta- 

née" de F et F. 

1.2.1. P-trivialisation du feuilletage basique 7 (cf. & 3 ] ) .  

Soit n* : X(M,F) -+ X(W) l'homomorphisme défini en 1.1.6 (iii) 

T J  
et soit P = {Pl,. . . ,P } l'image par fl* du parallélisme :j. Four tout 

n - 
u E W, on peut extraire de P une suite de m éléments (mettons pour simpli- 

fier les m premiers) {Pl,. . . ,P } qui soient linéairement indépendants au 
m 

point u. ûn note (4;) le groupe à un paramètre engendré par le champ feuil- 

leté P.. Si Fu = fl(u), l'application : 

est de rang maximum sur F x { O } .  Puisque les champs P. préservent F et 

7 , il existe des ouverts V et U respectivement dans R~ et tels que : 

i) @ est un difféomorphisme de Fu x V sur n d l ( l J )  et @*f 

est la fibration triviale : 

ii) @*F est un feuilletage T.P de fibration basique @*? et si 

FU désigne le feuilletage induit par F dans Fu, la restriction de @*F 

à FU x {y} est l'image réciproque de FU par : 

restreinte à FU x {Y}. 

Bref, on dira que (U,@) "trivialise simultanément" F et F .  



Une famille { ( U . , $ . ) l  de telles trivialisations locales, pour 
J J 

laquelle {LI.} est un recouvrement de W sera appelée une P-trivialisation 
J 

de 7. 

1.2.2. Le fibré structural d'un feuilletage T.P 

i) Comme conséquence immédiate de 1.2.1., on voit que le fibré 

- 
basique F d'un feuilletage T.P. (M,F), est un fibré à groupe structural 

Diff(F,F ) ,  le groupe des diffé~mor~hismes de F respectant le feuilletage 

Fo induit par F dans F. Autrement dit 7 est défini à l'aide d'un 

cocycle C = ({ui),{gij 1) sur W à valeurs dans Diff(F, Fo) . 

ii) un élément f e Diff(F,Fo) induit des isomorphismes d'algèbres 

de Lie (cf. 1.1.6 ii)) : 

et bien sûr l'application : 

: Diff (F,Fo) ----t ~ut(V) 
f l  

est continue où Aut( ) est muni de la topologie pour laquelle la compo- 

sante connexe de l'i 1 entité est le sous-groupe des automorphismes intérieurs. 

Donc E = ({u~}, {+og. 1)  est un cocycle sur W à valeurs dans   ut ) 
I. j 

qui nous permet de construire un fibré en algèbres de Lie (appelé 

fibre structiral de (M,F)) : 

r 5 :  Q + E - - - t $ , l  
/' 

Bien sûr, 5 ne dépend pas du choix du cocycle C. 



i i i )  1.a v a r i E t é  basique Id s e r a  o r i e n t a b l e  s i  e t  seiilement s i  i l  

en e s t  de même pour i .  

1.2 .3 .  S e c t i o n s  du f i b r é  s t r u c t u r a l  e t  champs bas iques .  
p.- --- 

S o i t  r (E)  l e  A(W)-module des s e c t i o n s  du f i b r é  s t r u c t u r a l  5  

de (M,?). I l  e s t  muni canoniquement d 'une s t r u c t u r e  d ' a l g è b r e  de L i e .  On l e  

r e l i e  aux champs F - f e u i l l e t é s  par  l ' i n t e r m é d i a i r e  de deux s u i t e s .  

i )  S o i t  X (M,F) = X(M,F) n r ( F >  = k e r  n* l ' a l g è b r e  de Lie  F - 
des  champs F - f e u i l l e t é s  q u i  son t  t a n g e n t s  à F.  algèbre r ( F )  e s t  un 

i d é a l  de X (M,?) e t  à l ' a i d e  d 'une P - t r i v i a l i s a t i o n ,  on v é r i f i e  immédiate- 
F 

ment que l ' o n  a  une s u i t e  e x a c t e  d ' a l g è b r e s  de Lie  e t  A(1;)-modules : 

i i )  Par  a i l l e u r s  r ( F )  e s t  contenu dans l e  noyau de np e t  donc 

l a  s u i t e  e x a c t e  de 1 . 1 . 1  ( i i )  nous permet de c o n s t r u i r e  un morphisme nb : 

2. 
Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que k e r  Iib = T(S).  

Le lemme s u i v a n t  va nous permet t re  de c o n s t r u i r e  d e s  s e c t i o n s  

d e  T* e t  rb ; ce qu i  montrera  e n  p a r t i c u l i e r  que ces  morphismes s o n t  

s u r j e c t i f s .  

1 1.2 .4 .  Lemme. ( v o i r  a u s s i  [6]) : Il e x i s t e  n  formes de P f a f f  ri1 s R (W) 

t e l l e s  que l ' a p p l i c a t i o n  



est un morphisme de A(w)-moduleset une section de Il, (en particulier 

Démonstration : Soit {(U. ,$ .) 1 une P-trivialisation de ( M , F )  
J J 

i 1 
(cf. 1.2.1). Pour j fixé on définit n formes E R (U.) par la con- 

j J 

dition suivante : 

" " i  
Pour tout V E X(W), le vecteur Vj = Iri.(vIU )Pi est un vecteur 

J j - n, 

horizontal respectivement à 
'j 

clest-$-dire tel que (prl O $j l) V = O. * j 
Par construction, on a : 

'" - 1 
est un homomorphisme de A(U.)-modules tel que V. c X(I! (u.) , F )  et 

3 J J 
"" 

nx(v .) = Y . On introduit une partition de l'unité (fj) subordonnée au 
J luj 

recouvrement (Uj) et on pose : 

En utilisant (x), on obtient sans peine le résultat annoncé. 

Notons les conséquences suivantes : 

1.2.5. Remarques. 
p- 

i) En posant u = v* O u, on voit dans 1.2.3 (ii) que o 
b est 

i inc section de T b .  En conséqiience les deux homomorphismes 11, et T l b  sont 

$iirjectiis. 



i i )  k'tiisqiie o e s t  un riior~>lii sme (le A(\" ) -~ iodul  e s ,  i l  v i i r i t  que 
< 

- 1 
pour t o u t  u  E W ,  e t  t o u t  x  + Il ( u ) ,  l ' ensemble  {o(V) (x) 1 vex(,(J) e s t  un 

sous-espace v e c t o r i e l  de dimension m de T ( M )  t r a n s v e r s e  à ~ ~ ( 7 ) .  Bref 
X 

on c o n s t r u i t  a i n s i  un s o u s - f i b r é  de rang  m de T(M) supplémentaire  de 

~ ( 7 ) .  On l e  n o t e  J ( F ) .  

Pour te rminer  nous pouvons résumer t o u t  c e  p a r a ~ r a n h e  dans l e  

diagramme e x a c t  comniutatif c i -dessous : 

1 .2 .6 .  Diagramme d e s c r i p t i f  : 

Toutes l e s  l i g n e s  e t  l e s  v e r t i c a l e s  s o n t  e x a c t e s .  Toutes  l e s  f l è c h e s  s o n t  à 

à l a  f o i s  d e s  morphismes de A(\!)-modules e t  d ' a l g è b r e s d e  L i e ,  à l ' e x c e p t i o n  

% 
des s e c t i o n s  a ,  ab,  T e t ,  T qui  ne  s o n t  pas des  morphismes d ' a l g è b r e s  de 

2. 
L i e  en g é n é r a l .  [ ~ a  s e c t i o n  T a é t é  i n t r o d u i t e  en 1 .1 .3  ( i )  e t  T e s t  

i n d u i t e  par  T] . 



1 . 3 .  Furnu b a h q u a  - CohumuLaghe bahque d ' u n  6euAYeXage L tannvrndernent  

Nous développons ici quelques propriétés préalables de la cohomo- 

logie basique des feuilletages T.P. Afin de pouvoir faire cette étude unique- 

ment en termes de formes différentielles, nous commençons par quelques rappels. 

sur la notion de forme différentielle à valeurs dans un fibré vectoriel 

(pour plus de détails, se reporter à @g et [3]). 
Pour tout fibré n on notera r(q) le module de ses sections. 

1.3.1. Formes différentielles à valeurs dans un fibré vectoriel. 

X 
i) Soit q : F + E ---+ W un fibré vectoriel réel de rang n. 

On considère le fibré associé A~(T(w),~) dont la fibre en u E W est l'es- 

pace des applications multilinéaires alternées : 

Une section de ce fibré est appelée une p-forme différentielle 

sur W à valeurs dans q. On dénote par nP(w,q) le A(W)-module - 

~(A~(T(w) ,q)) de ces p-formes différentielles. On a bien sûr : 

i .e. tout élément de Q~(IJ,~) s' interprète comme une application p-linéaire 

altzrnée de X(W) dans r(q). 

ii) Le fibré vectoriel q est dit plat s'il est défini par un 

cocycle localement constant. Ceci revient à dire que l'espace total de TI 

est muni d'un feuilletage tl transverse aux fibres qui en fait un faisceau 

localement constant d'espaces vectoriels. 



Dans c e t t e  s i t u a t i o n ,  s o i e n t  U un ouver t  t r i v i a l i s a n t  de ri 

e t  0 une t r i v i a l i s a t i o n  : 

1 n 
Une base  de R" d é f i n i t  n s e c t i o n s  {eu , .  , . , e  1 de n u 
au-dessus de U q u i  son t  "cons tan tes"  ( i . e .  à v a l e u r s  dans une f e u i l l e  

de  H )  e t  q u i  engendrent  l e  A(U)-module I'(Q ) .  Pour t o u t e  forme 
l u  

w E aP(w,n) on a l ' é c r i t u r e  l o c a l e  : 

n 
i 

w l U =  1 m i @ e U  où w .  c Q'(u). 
1=1 

On d é f i n i t  une d i f f é r e n t i e l l e  : 

e n  posan t  : 
n i 

3w = 1 dmi @ e u  ( c f .  [3]>. 
l u  i = l  

On a b ien  s û r  D' = O ,  ce  qu i  permet de d é f i n i r  l a  cohomologie 

à v a l e u r s  dans l e  f i b r é  n que l ' o n  dénote p a r  H'(IJ,Q). 

On appl ique  l e s  n o t i o n s  p récédentes  aux f i b r é s  en a l g è b r e s  de 

L i e .  Nous procédons en deux temps : 

1.3.2.  F i b r é  de cohomologie d 'un f i b r é  en a l g è b r e s  de L i e .  

A 
S o i t  5 : 0 -t E - W un f i b r é  en a l g è b r e s  de  L i e  9 d é f i n i  par  

J ' 
un cocyc le  C = ({u.  1,  t g .  . } )  à v a l e u r s  dans   ut (7). 

1 1 J  LI' 

i )  S o i t  &/* l e  d u a l  de tf/ e t  nqeP l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  des  
,- / 

i/ 
l I 0' 

q-formes l i n é a i r e s  a l t e r n é e s  s u r  $(. Le groupe ) a g i t  de façon natu- 

r e l l e  s u r  ~ ~ ~ b - l *  e t  à l ' a i d e  du cocyc le  C ,  on c o n s t r u i t  l e s  f i b r é s  a s s o c i é s .  
6% 



ii) La différentielle habituelle 

cormnute avec l'action de ~ut(68 donc induit un morphisme de rang constant 
," 

(qui est l'identité sur la base), que l'on note encore 

q+l * a : A ~ C *  -+ A 5 . 

2 
On a bien sûr a = O et pour tout q 3 O, on obtient le fibré vectoriel 

quotient : 

q+l * 
~ ~ ( 5 )  = 

ker a : A ~ C *  --+ A 5 

im a : nq-'5* - Aq5* 
Il n'est pas difficile de voir que la fibre de ~ ~ ( 5 )  s'identifie à 

). On dit que Hq(5) est le q-fibré de cohomologie de 5. 

iii) Finalement, on observe que la propriété d'invariance par homo- 

topie des applications induites en cohomologie montre que Hq(5) est défini 

par un cocycle localement constant i.e. Hq(5) est un fibré plat. 

1.3.3. Cohomologie à valeurs dans un fibré en algèbres de Lie. 

A 
l i  Soit 5 : 9 + E --t W un fibré en algèbres de Lie. En consi- 

d 
dérant les éléments de fiP(\~,Aq5*) comme des sections de A~(T(W),A~S*) la 

différentielle a définie en 1.3.2. (ii), induit une différentielle que l'on 

désigne toujours par la même lettre : 

La cohomologie du complexe ainsi défini sera donnée par : 



i i )  Mais ~ ~ ( 5 )  e s t  un f i b r é  p l a t  ( c f .  1 .3 .2 .  i i i ) )  donc l a  

d é f i n i t i o n  de 1.3.1. i i )  s ' a p p l i q u e .  On a une d i f f é r e n t i e l l e  

q u i  nous  permet  de  d é f i n i r  l a  cohomologie ,  H ~ ( \ . T , H ~ ( ~ ) )  de  1.1 à v a l e u r s  

dans  l e  f i b r é  p l a t  H ~ ( F )  ( e t  q u i  e s t  a u s s i  l a  cohomologie d e  LI à v a l e u r s  

d a n s  ~ ~ ( 5 )  c o n s i d é r é  comme f a i s c e a u  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t . )  

Passons  rapidement  à l a  cohomologie bas ique  d ' u n  f e u i l l e t a g e  

(quelconque)  (M,F) . 

1.3.4. Formes b a s i q u e s .  

i )  S o i t  Q*(M) l e  complexe d e s  formes d i f f é r e n t i e l l e s  s u r  M 

(RO(M) = A ( M ) ) .  S i  M e s t  muni d ' u n  f e u i l l e t a g e  F ,  on d i r a  que a E Q*(M) 

e s t  F-basique (ou b a s i q u e  t o u t  c o u r t ) ,  s i  on a : -- 

i a = O e t  i da = O pour  t o u t  X E  T ( F ) .  
X X 

Bien s û r  s i  a e s t  b a s i q u e  i l  e n  e s t  de  même pour  d a  e t  l ' e s p a c e  d e s  

formes b a s i q u e s  e s t  un sous-complexe de  R*(M) que 1 'on n o t e  R*(M/F)  

( v o i r  1 .1 .2 ) .  

La cohomologie du complexe b*(!l/f) ,d] s ' a p p e l  l e  l a  cohomologie 

(de  De Rham) bas ique  de  F .  

ii) En p a r t i c u l i e r ,  on p o s e r a  R'(?/F) = A(M/F). A l o r s  Q*(M/F)  

e s t  muni d 'une  s t r u c t u r e  de A(M/F)-module. De p l u s  s i  F e s t  T . P .  on a 

de  f açon  6 v i d e n t ~  A(M/F)  = A(W) donc '("IF) e s t  un A(\')-niodule. On 

v e r r a  en  2 .1 .1 .  que c e  modiile e s t  l i b r e .  

P a r  exemple, on p e u t  c a l c u l e r  immédiatement l a  cohomologie 

de  L i e  e n  u t i l i s a n t  ( 1 . 1 . 4 ) .  



1.3.5. Cohomologie basique d'un y-feuilletage de Lie. 

Soit (M,F) uny-feuilletage de Lie. Avec les notations de 

*"J"J *-2i 2. 
(1.1.4), soit R (M/F)C R (M/F) le sous-complexe des formes basiques de 

1 
2i 2i 
F qui sont invariantes par l'action de Aut(p) sur M. Si par ailleurs 

Q:(G) (os K = im H) désigne les formes sur G invariantes par K, on a 

un diagramme 

où p* et D* sont visiblement des isomorphismes. 

Comme conséquence, on a H*(M/F) <(G) (cohomologie des formes 

K-invariantes sur G). En particulier F est un feuilletage à feuilles denses 

- 
si et seulement si K = G et dans ce cas on aura donc : 

Pour le reste de ce paragraphe, nous supposerons que F est 

un feuilletage T.P sur une variété compacte II et que l'on a fixé une 

fois pour toutes un parallélisme P. A l'aide du supplémentaire N(F) de 

* T(F) construi t en 1.2.5 (ii), on va munir R (M/F) d'une structure de 

A(1.1)-module bigradué différentiel. 

1.3.6. Formes basiques pures de type (p,q). 

i) Un champ feuilleté X E X(M,F) sera dit pur horizontal 

[resp. vertical] si c'est une section de N(?) [resp. de T(F)] . De même on 
dira qu'une forme a e o~(M/F) est pure de type (P,~), avec p+q = r, Sj 

pour tout r-uple {XI, ..., X 1 de champs feuilletés purs on a : 



sauf s i  p-champs X. son t  hor izon taux  e t  q  s o n t  v e r t i c a u x .  

On n o t e  n p q ( ~ / ~ )  l e  A(1.J)-module des formes bas iques  pures  

de  type ( p , q ) ,  e t  grâce au  f a i t  que l e s  champs f e u i l l e t é s  engendrent  X(M) 

(comme A(M)-module) ( v o i r  1 .1 .6  i i ) ) ,  on o b t i e n t  immédiatement que : 

i i )  En o u t r e ,  du f a i t  que X (M,F) e s t  une sous-algèbre de Lie 
F 

de X(M,F) ( v o i r  1.2.3), on d é d u i t  que l a  d i f f é r e n t i e l l e  : 

s e  décompose en une somme de  t r o i s  termes : 

Contrairement à nr(M/F), l e  module nPq(t~/F)  ne s e r a  pas l i b r e  en 

généralm 

S o i t  a l o r s  5 l e  f i b r é  s t r u c t u r a l  du f e u i l l e t a g e  T . P . ,  (lI ,F),  

on a  : 

1.3.7. Lemme. Pour t o u t  ( p , q ) ,  on a  un isomorphisme de A(W)-modules : 

Démonstration : Soien t  Xi E ~ ( I J ) ,  i = 1 ,...., p  e t  Y .  E ~ ( c ) ,  j = 1 ,..., q 
J 

Pour tou t  u e a P q ( M / ~ ) ,  l a  fonc t ion  

e s t  F-basique, donc a p p a r t i e n t  à A(t.1). (pour l a  s i ~ n i f i c a t i o n  de 0 e t  
% 

T se  r e p o r t e r  à 1 .2 .6 ) .  



On d é f i n i t  a l o r s  Ow 6 T ( A ~ ( T ( I J )  , ~ ~ 5 * ) )  en posant  : 

- 1 
où u  6 W e t  x e s t  un po in t  quelconque de n ( u ) .  L ' é g a l i t é  !*) d é f i n i t  

0 comme morphisme de A(W)-modules e t  montre en même temps que e e s t  sur-  

j e c t i v e .  En s e  rappe lan t  que X(PI,F) engendre X(M) comme A(P7)-module 

( v o i r  1.1.6 i i ) ) ,  on v o i t  immédiatement que 0 e s t  i n j e c t i v e  8 

Du po in t  de vue des s t r u c t u r e s  de complexes d i f f é r e n t i e l s  

( vo i r  1.3.2 e t  1.3.3), on a l e s  r é s u l t a t s  p a r t i e l s  su ivan t s  dont l e  premier  

e s t  immédiat : 

1.3.8. P ropos i t i on .  L ' app l i c a t i on  0 e s t  un isomorphisme de complexes 

d i f f é r e n t i e l s  : 

En conséquence on a  : 

S o i t  a l o r s  zaq = l a  E f i P q ( ~ / ~ )  1 dOla  = 01 e t  s o i t  J l a  

p ro j ec t i on  n a t u r e l l e  de zPq s u r  H[D"(M,F) ,dOl] 9 on a  : 

1.3.9. P ropos i t i on .  
d10 

Le diagramme c i -cont re  z ZP+l,q 
1 0  O 

e s t  cvmmutatif : en p a r t i c u l i e r  
l 

JI / J  

pour q  = O on a  un isomor- 1 ,. .1 
IJ 

phisrne de complexes d i f f é r en -  Q ~ ( \ . J , H ~ ( ~ ; ) )  - + ~ ' + ' ( ~ J , H " ( S ) )  



J : @'O(ii/~) ,d ( d . 

dW désigne la différentielle sur la variété W ) .  

Démonstration : 

a) Dans le cas q = O on vérifie en utilisant la définition des 

formes de type (p,q) qiie d O 1 a = O pour tout a tz R~"(M/F). Dans ce 

cas J = G qui est alors l'isomorphisme de complexes différentiels annoncés 

(voir 1.3.1). 

- 
b )  Soit U un ouvert P-trivialisant pour F (voir 1.2.1). Cet 

ouvert trivialise également ker a C hq5* et ~ ~ ( 5 )  et il existe un nombre 

fini de formes vi i L~[Z-'(U)/F] telles que il(vi)l est une base de 

r(liqC* Pour toute forme w c Q~~(M/F), on a alors l'écriture locale : 

w = T u .  8 v  
In-'(u) i i i 

où w. E Q"(M/F) est identifié d'après (a) à un élément de nP(\d). 

On vérifie immédiatement que l'on a : 

où [vil est la classe de v. dans ~ ~ ( 5 ) .  Par définition de D (1.3.1. ii)) 

on obtient enfin 

D'OC la proposition 



1.3. S u X e  dpec&ule de evhurnu i?~g~~ ba ique  d ' u n  dcuLUeAage Ltannvehsdernent 

paz&éLbabLe. - 
Enf in  nous a r r i v o n s  à l a  s u i t e  s p e c t r a l e  annoncée : 

1.4.1. F i l t r a t i o n  de Q*(M/F) - s u i t e  s p e c t r a l e .  

i )  s o i e n t  r ,  p  d e s  e n t i e r s  n a t u r e l s .  On pose 

pour t o u t  (r-p+l)-uple V = X A .... 1 A Xr-p+i 
de champs f e u i l l e t é s  X.  

appar tenan t  à X (M,F). Du f a i t  que X-(M,F) e s t  une sous-algèbre de ~ i e  
P F 

de X(M,F), on v é r i f i e  que l ' o n  a  (de façon  analogue au c a s  d e s  f i b r é s )  : 

Autrement d i t ,  on o b t i e n t  une f i l t r a t i o n  d é c r o i s s a n t e  de Q*(M/F) compatible  

avec l a  d i f f é r e n t i e l l e .  

i i )  La s u i t e  s p e c t r a l e  cor respondante  

q u i  a b o u t i t  à l a  cohomologie b a s i q u e  de F e s t  appelée l a  s u i t e  s p e c t r a l e  

de cohomologie bas ique  de F .  

Les premiers  termes de c e t t e  s u i t e  s p e c t r a l e  s ' i d e n t i f i e n t  

a isément  avec l e s  n o t a t i o n s  de (1.3) . 

1.4.2. p r o p o s i t i o n .  Pour t o u t  ( p , q )  on a  : 

i )   EU^,^ 2 [ n p q ( ~ / F )  ,del] 

i i )  [ E Y ~ , ~ , ]  [ Q p ( ~ J , ~ q ( ~ ) )  ,DI 

Démonstration : Le p o i n t  (i) e s t  immgrliat ( e ~  stant lard)  2 p a r t i r  de l ' é g a l i t é  : - -- 

F P i , P + q ( M / ~ )  = " P + ~ > O  @ S i ~ + ~ - '  9 ' @ .. . $ d'9q . 



Zn appliquant 1.3.8, on a donc : 

et il nous reste simplement à identifier la différentielle 

dl : J3Yq A Ep+lyq . 
1 

Pour cela considérons zPq = { a  E nPq(~/F) / dola = 01. Une autre observation 

standard est que dl est induite par d10 : zPq O -+ z ~ + ~ ~ ~ .  L L ~  appliquant 

la proposition 1.3.9. on obtient le diagramme commutatif : 

Ce qui achève la démonstration du lemme. 

On a les conséquences immédiates suivantes : 

1.4.3, Théorème. La suite spectrale de cohomologie basique d'un feuilletage 

T.P. F vérifie la relation : 

1.4.4. Corollaire. (cf. [ 1 7 ] )  La cohomologie basique d'un feuilletage T.P. est 

de dimension finie. 



Dans la deuxième partie de ce travail, nous utiliserons la condi- 

n 
tion H (WF) # O. Cette condition n'est pas toujours vérifiée c o m e  le montre 

l'exemple ci-dessous. 

1.4.5. Exemple (cf. [4J). Soit une valeur propre d'une matrice hyperbo- 

lique A E SL ( Z ) .  La direction propre associée à X définit sur T ~ X  [O, 11 
2 

un flot invariant par l'identification (y,O) % (A(y),l). On obtient ainsi 

sur la variété quotient 
3 

TA un flot F transversalement de Lie modelé sur 

le groupe affine de la droite réelle, donc un feuilletage T.P. 

La fibration basique s'identifie à la fibration naturelle 

3 T~ + T~ + SI. ~e terme E2 de la suite spectrale de cohomologie basique du 

3 
feuilletage (TA,F) s'écrit compte tenu de (1.4.2.) : 

oii ~ ~ ( 5 )  est un fibré vectoriel de fibre H~(IR). 

Enfin, puisque la base P' est de dimension un, il est facile 

de voir que cette suite spectrale stationne à partir du terme 
E 2  

que l'on 

1 peut représenter come suit ; compte tenu du fait que H (5) n'est pas 

trivial (en tant que fibré plat) : 

On en déduit que : 



2. FcuLLLcii~gen T .  P. : décompon &Lon de Hodgc eX duutXté de Poincntré. -- - - --A-- -- 
Pour un f e u i l l e t a g e  T.P.  l e  complexe f i * ( ~ / ~ )  des formes 

bas iques  e s t  l i b r e .  Il s ' e n s u i t  que { Q ~ ( M / F )  }r=O, , . ,n e s t  l a  f a m i l l e  

des s e c t i o n s  d 'un  complexe e l l i p t i q u e  (B,d) au-dessus de l a  v a r i é t é  b a s i -  

l e  complexe de de Rham de MIF. On o b t i e n t  immédiatement un théo- que iJ : __-.--.----- 

rème de décomposition de Hodge pour l e s  formes bas iques  (vo i r  2.1.6). 

Dans un deuxième temps (paragraphe 2 . 2 ) ,  on r a p p e l l e  qu'un 

f e u i l l e t a g e  T.P .  e s t  riemannien e t  on montre que s i  n = Cod F ,  a l .ors  

Hn(M/F) e s t  non n u l  s i  e t  seulement  s i  l a  forme volume basique v  e s t  

harmonique. On c o n c l u t  en montrant  que H*(M/F) v é r i f i e  l a  d u a l i t é  de 

Poincaré  s i  e t  seulement  s i  c e t t e  hypothèse e s t  s a t i s f a i t e .  Notre démarche 

dans c e t t e  deuxième p a r t i e  s e  r é f è r e  à Wells [59]. 

2 . 1 .  Décomposition de Hodge des  formes b a s i q u e s  pour l e s  f e u i l l e t a g e s  T.P 

S o i e n t  (M,F) un f e u i l l e t a g e  T.P.  de codimension n  e t  

P = { P l , .  . . ,P } un p a r a l l é l i s m e  t r a n s v e r s e  de  F .  On montre t o u t  d 'abord 
n  

que Q*(M/F) e s t  l i b r e .  

2 . 1 . 1 .  - Base P-canonique de R ~ ( M / F ) .  

i )  S o i t  X(M/F-)* l e  diial du module des  champs bas iques .  On d é f i -  

n i t  un morphisme de A(W)-modules : 

p a r  ( j ) )  = T ) )  pour X E  X ( W / ~ )  [où T e s t  corne en 1.2.61. On 

v o i t  aisément en u t i l i s a n t  1 .1.6 ( i i )  que j  e s t  b i j e c t i f .  

1 
i i )  I d e n t i f i a n t  x (M/F)*  avec R (MIF) à l ' a i d e  de j , on 

1 
dés igne  par  {oi} C R (MIF) l a  base  duale  de Pb. On v o i t  que Rr(M/F) e s t  

un A(W)-module l i b r e  de dimension C: engendré p a r  l a  base 



C'est la base P-canonique de R*(M/F). 

2 
iii) le générateur v = A 0 A ... A en de Q"(Y/F) est appelé 

la forme volume basique de F. 

2.1.2. Le complexe de de Rham de M/F. 

i) compte-tenu de ce qui précède, on voit immédiatement que 

R~(M/F) s'identifie au A(W)-module I'(8 ) des sections d'un fibré vectoriel 

trivial Br de rang cf; et base TJ. Soit B = {B ! , al ors 
r r=0,1, ..., n 

(B,d) est le complexe de de Rham de MIF. 

ii) Soit (xl, ..., xm) un système de coordonnées locales sur un 

ouvert U qui trivialise simultanément et F (cf. 1.2.1). On peut 

choisir le parallélisme P = (PI, ..., P 1 de telle façon que l'on ait : 
n 

P. = o(-L-) pour i c CI, ..., m l ,  
l~n-l(u) ax. 

Un abus d'écriture évident nous donne alors les écritures locales suivantes 

pour tout w E R~ (M/F), 

où s dépend du r-uple considéré il ,. ... \ i et dW UcsiKuL, ?'!  di;C;- 

rentielle sur la variété W . 



L'expression précédente de dw montre que l a  d i E f é r e n t i e l l e  

d  e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  d 'ordre  1  a u  sens d u - g g ~ p ~ g ~ ~  B.  Bref 

(B,d) e s t  un complexe d i f f é r e n t i e l .  (Dans l a  s u i t e  on é c r i r î  désormais 

d  au l i e u  de dW) . 
i i i )  Soient  e n f i n  u  r W ,  c T:(w), 5 # 0, e t  $ c A(W) t e l s  

que $(u) = O e t  d$(u) = 5 .  D'après (El51 p. 115), l e  symb,>le o(d) (u ,c)  

de d  au poin t  (u ,< )  e s t  d é f i n i  par  

pour t ou t e  forme w E R ~ ( M / F ) .  

Alors s i  (dg A w ) ~  = O ,  on c h o i s i t  l e s  coordonnées l oca l e s  

(x1 ,x2 ,  ..., xm) dans ( i i )  ci-dessus de façon à avoi r  x l  = $ e t  en u t i l i -  

s an t  l e s  é c r i t u r e s  précédentes,  on ob t i en t  : 

où u e s t  l a  r-forme basique d é f i n i e  su r  II-] (LI) pa r  : 

i i 
a = dx. h ... A dxi A 13 "' 1- . a l i 2 . . . i  r i 2 A . . .  A 0 , i <...cl 

2 S 

Bref l e  complexe de de Rham (8,d)  de M/F e s t  un complexe e l l i p t i q u e .  

Pour pouvoir appl iquer  au complexe (B,d) l e s  r é s u l t a t s  de l a  

2 
théor ie  des complexes e l l i p t i q u e s ,  il nous r e s t e  à d é f i n i r  l e  L -produit 

s c a l a i r e  correspondant. Pour ce f a i r e ,  on remarque q u ' i l  e x i s t e  sur  (B,d) 

une s t r u c t u r e  riemannienne adaptée au pa ra l l é l i sme  f i x é  P. 



2.1.3. Structure riemannienne de (M, F) . 
i) Rappelons que le fibré normal v(F) est trivialisé par la 

famille des champs basiques : 

On désigne par Rv l'unique structure riemannienne sur v(F) telle que : 

b b  
R (P. , P . )  = ô ?  
' J i J  

Elle est définie par une section du fibré v(F)* @ v(F)* qui est F-basique 

(en un sens évident). En raison de l'existence de cette structure, on dit 

que F est un feuilletage riemannien (voir aussi 3.1.1). 

ii) La structure Rv définit une métrique riemannienne 
Rcl 

sur W. 

Si W est orientable, on choisit une orientation 0 de iJ 

(et donc aussi une orientation de E,, cf. 1.2.2 (iii)) et on désigne par 

w la forme volume correspondant à (R , O ) .  Dans le cas contraire, on 
IJ 

munit W de la mesure différentiable strictement positive p obtenue en 

Z Z 
considérant une forme volume w sur le revêtement W des orientations 

de W et pour laquelle on a 

'L 'L 

où f est le relèvement à W de la fonction f. 

Pour unifier l'écriture dans la suite, on conviendra que l'on 

écrira aussi du = w dans le cas orientable. 

2.1.4. Produit scalaire - Laplacien bas- - Formes harmoniques b a s i q ~ .  -- 

i) A la métrique Rv de 2.1.3, on associe naturellement la 

structure euclidienne ( , )r sur 8 telle que pour tout couple de 



r-formes bas iques  : 

on a i t  : 

(aU,BU), = l a i  l...ir . b.  i l . . . i  pour t o u t  u  e W. 

On o b t i e n t  un p r o d u i t  s c a l a i r e  n o t é  c , > ~  s u r  R = ( M / F ) ,  e n  posan t  : 

i i )  On c o n s t r u i t  main tenant  l e s  o p é r a t e u r s  u s u e l s  a s s o c i é s  à 

1 ' o p é r a t e u r  - 
dr . 

a r  : il"' (M/F)  + Q'(M/F) l ' a d j o i n t  de d  p a r  r a p p o r t  3 
< Y '  r 

e t  : 

d é f i n i  par  : 

L ' o p é r a t e u r  A r  e s t  a u t o - a d j o i n t  p a r  rappor t  au p r o d u i t  s c a l a i r e  <,> . 
C ' e s t  l e  l a p l a c i e n  bas ique  de (M,F). Les éléments  de fir(M/F) = k e r  A r  

s o n t  l e s  r-formes bas iques  harmoniques. On a  l ' é g a l i t é  : 

H ~ ( M / F )  = k e r  dm k e r  6,-, . 

La t h é o r i e  g é n é r a l e  d e s  complexes e l l i p t i q u e s  ( v o i r  p a r  exemple 

Wells [59'j) nous donne a l o r s  l e  théorème de décomposition de Hodge pour 

l e s  formes bas iques  de (M,F). 



2.1.5. Théorème. S o i t  F un f e u i l l e t a g e  T.P. de codimension n  s u r  une 

v a r i é t é  compacte M. Alors pour t ou t  r E { O ,  ..., n}  on a  : 

i )  u'(M/F) e s t  de dimension f i n i e .  

i i )  Q ~ ( M / F )  = H'(M/F) @ i m  dr-l 'B i m  6r . 
'-b 

En p a r t i c u l i e r ,  on a  H ~ ( M / F )  = H ~ ( M / F )  e t  on re t rouve  l e  

r é s u l t a t  de [fl : 

2.1.6. Coro l l a i r e .  La cohomologie basique d'un f e u i l l e t a g e  T.P. s u r  une 

v a r i é t é  compacte e s t  de dimension f i n i e .  

Dua l i t é  de Poincaré en cohomologie basique pour l e s  f e u i l l e t a g e s  T.P. 

On remarque que pour l e  f e u i l l e t a g e  de Lie  d é c r i t  en 1.4 .5 ,  

l a  c l a s s e  v  dans H"(M/F) de l a  forme volume basique v  ( c f .  2.1.1 ( i i i ) )  

e s t  n u l l e .  O r  l a  non-nul l i té  de c e t t e  c l a s s e  e s t  b ien  sû r  une condi t ion  néces- 

s a i r e  pour que H*(M/F)  v é r i f i e  l a  d u a l i t é  de Poincaré.  En f a i t  nous voulons 

montrer dans l a  s u i t e  q u ' e l l e  e s t  s u f f i s a n t e .  Nous commençons par e x p l i c i t e r  

l a  s i g n i f i c a t i o n  de c e t t e  condi t ion  dans l e  cas  d 'un f e u i l l e t a g e  T.P. dont l a  

v a r i é t é  basique W e s t  o r i en t ab l e .  

2 .2 .1 .  Propos i t ion .  So i t  F un f e u i l l e t a g e  T.P. de codimension n  s u r  une 

v a r i é t é  compacte M ,  avec m = dim W e t  g = n-m = dim . Alors s i  W e s t  

o r i en t ab l e  l e s  condi t ions  su ivantes  son t  équiva lentes  : 

i i )  ~ ~ ( 5 )  e s t  un f i b r é  o r i en t ab l e  de rang un qui  e s t  t r i v i a l  

comme f i b r é  p l a t  ; 

i i i )  "f e s t  unimodulaire e t  v e s t  décomposable, c ' es t -à -d i re  
,/ 

il e x i s t e  A E n o g ( ~ / ~ )  t e l l e  que d  h = O e t  v  = w A h (02 v e s t  
1 O 

mO l a  forme volume su r  W considérée comme élément de R (M/F)) .  



Démonstration : D'après (1.4.3) ,  on a  une s u i t e  d'isomorphismes : 
-. 

e t  comme l a  v a r i é t é  W e s t  o r i e n t a b l e  on a p a r  d u a l i t é  

On v o i t  donc que H"(M/F) # O s i  e t  seulement s i  9 e s t  unimodulaire e t  
d 

l e  f i b r é  p l a t  ~ ~ ( 5 )  possède une s e c t i o n  non n u l l e  A c ' e s t -à -d i re  

H ~ ( C )  e s t  t r i v i a l  de rang un. Ceci  montre que ( i )  équivaut  à ( i i ) .  

Supposons ( i i )  s a t i s f a i t e  ; une s e c t i o n  non n u l l e  h du f i b r é  

p l a t  HP(f)  e s t  un élément de Q 0 ( ~ , H g ( ~ ) )  t e l  que d l i  = O .  Corne y 
e s t  unimodulaire, on a  : 

donc on peut cons idé r e r  h comme un élément de Q o S g ( ~ / ~ )  v é r i f i a n t  

d X = O .  
1 O 

So i en t  P = { P l ,  ..., P 1 un p a r a l l é l i s m e  t r an sve r se  de F e t  
n 

w l a  forme volume su r  W correspondant  à l ' o r i e n t a t i o n  de ~ ~ ( 5 )  

( c f .  1 . 2 . 2 .  ( i i i ) ) .  La condi t ion  d X = O implique que l a  fonc t ion  
1 O 

e s t  une cons tan te  non nu l l e .  D'où l a  cond i t i on  ( i i i )  pour un choix convenable 

de A .  

Réciproquement, s o i t  A E R " ~ ( M / F )  avec d A = O. Sa c l a s s e  1 O 

de cohomologie [A] E Q0(w,Hg(~ ) )  v é r i f i e  d l  [A] = O autrement d i t  [A] 

d é f i n i t  une s e c t i o n  du f i b r é  p l a t  Hg(S). Puisque e s t  unimodulaire ,  7 
c e t t e  s e c t i o n  n ' e s t  pas n u l l e  e t  l a  cond i t i on  ( i i )  s u i t  a isément  I 



2.2.2. C o r o l l a i r e .  Dans l e s  c o n d i t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  s i  H"(M/F) # O,  

l'homomorphisme de  A(W)-modules : 

I : Q"(M/F) - R ~ ( w )  

d é f i n i  par  I ( v )  = w e s t  un morphisme d i f f é r e n t i - e l  q u i  i n d u i t  un isomor- 

phisme : 

Démonstration : D'après  l a  s u i t e  (S)  de l a  démonstrat ion précédente e t  u t i -  

l i s a n t  l a  c o n d i t i o n  ( i i )  dans l ' énoncé  de 2.2.1, on a 

En o u t r e  comme, avec l e s  n o t a t i o n s  de 1.4.2, t o u t  é lément  de Emg e s t  

d -fermé, l a  p r o j e c t i o n  n a t u r e l l e  de zmg s u r  E lg  d é f i n i t  un morphisme 

de A(W)-modules d i f f é r e n t i e l s  : 

q u i  e s t  t e l  que ( v o i r  démonstrat ion de 1.3.9) : 

où [A] e s t  l a  c l a s s e  de A dans l e  f i b r é  t r i v i a l  Hg(5). Comme H"(M/F) 1 W, 
* 
1 e s t  un isomorphisme I 

Il f a u t  b ien  n o t e r  que l'homomorphisme 1 c i -dessus  e s t  e n  f a i t  

d é f i n i  dès  que W e s t  o r i e n t a b l e  mais que c e  n ' e s t  un homomorphisme 

d i f f é r e n t i e l  que s i  H"(M/F) # O. Nous a l l o n s  donc l ' u t i l i s e r  (même quand 

n 
1-1 (M/F) = O) pour donner une express ion  du p r o d u i t  s c a l a i r e  <,> à l ' a i d e  

de l" 'opérateur  de Hodge bas ique"  ( v o i r  2 .2.3) .  



Soit ( M , F )  un feuilletage de codimension n admettant 

n 
un parallélisme transverse P = {PI,. . . ,P 1 et soit IO', . . , O  1 la base 

n 
b 

dualede P (cf. 2.1.1). 

2.2.3. Opérateur de Hodge basique - autre expression du produit scalaire <,> 

i) On définit un morphisme de A(W)-modules 

t : nr(M/F) -+ O"-~(M/F) 

en posant : 

i i 
jl 

t(e I A ... A 8 r, = .(il ,..., i ) e A ... A 8 
j n-r 

où j, < ... < jn-r est la suite complémentaire de il < ... < i dans 
r 

(1, ..., n) et €(il, ..., ir) est la signature de la permutation 

(il.. .irj I. . .  jn-r). C'est l'opérateur de Hodge basique pour F. On vérifie 

aisément que : 

r (n-r) 
a 

* *a = (-1) pour tout a, 

donc que * est un isomorphisme dont l'inverse est donné par : 

- 1 r (n-r) * = ( - 1 )  * .  

ii) Il est alors immédiat que si la variété basique id  est orien- 

table, le produit scalaire <,> peut s'écrire 

<B,B>~ = I ( o  A * 8)  pour a,B c R~ (MIF)  . 



iii) Si W n'est pas orientable, on considère le diagramme 

commutatif 

Z  

où qW est le revêtement des orientations de W et Ii est le fibré image 

% *  
réciproque de Ii. Alors F = q F est un feuilletage T.P. dont la variété 

basique W est orientable et les formes basiques de F s'identifient aux 
'% '% 

formes basiques de F invariantes par l'action de Z sur M. Dans ces 2 

conditions, on a 

Z * Z *  'L 

où a = q ci ,  8 = q i3 et I est l'homomorphisme correspondant à I pour 
2. 

le feuilletage F. 

Nous arrivons au résultat central de ce paragraphe. 

2.2.4. Proposition. Soit (M,F) un feuilleta~e T . P .  de codimension n 

n 
tel que H (MIF) # O. Alors on a les relations : 

r - Démonstration : mi va montrer que 1 'opérateur ir = (-1) * d est bien 

l'adjoint de dr pour le produit scalaire < s ~ .  En effet, pour 

a =z Q~-'(MIF) et B 6 Q~(M/F), on a : 



Supposons alors W orientable. Comme H"(M/F) # O, 1 est un morphisme 

différentiel et par application du théorème de Stokes, il vient : 

Ce même résultat est obtenu en passant par l'intermédiaire du feuilletage 

% A 

F (cf. 2.2.3) si W n'est pas orientable. Finalement, on a 6r = 6r 

et le reste en découle aisément i 

On obtient le résultat final annoncé. 

2.2.5. Théorème de dualité. Soit ( M , F )  un feuilletage T.P. de codimension n. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) la forme volume basique v est harmonique 

iii) H*(M/F) vérifie la dualité de Poincaré. 

Démonstration : (i) implique (Li) d'après 2 . 1 . 5 .  Supposons alors que 

H~(M/F) # O, l'opérateur de Hodge commiitant avec A (voir 2.2.4), induit 

un isomorphisme * : H'(M/F) + H"-~(M/F). D'où la condition (iii). 

Enfin, si H*(M/F)  vérifie la dualité de Poincaré, on a 

H~(M/F) # O et donc *A = A *  d'après 2 . 2 . 4 .  En appliquant cette relation 

à la forme volume v, il vient : 

Puisque r est un isomorphisme, on a Av = O. D'ou le théorèmes 



3. FeuARe&ga tiemannienn : ThEutic de Hadge. baique et dualdé. 

Un feuilletage riemannien ( M , F )  transversalement orienté se 

u 9 
relève en un feuilletage T.P .  (II , F  ) dans le SO(n)-fibré principal 

des repères transverses de F (cf. 3.1.2 et 3.1.3). Cette fibration joue dans 

la suite un rôle déterminant, car les formes F-basiques s'identifient par pY 

aux formes ~'-basi~ues qui sont SO(n)-invari-antes (cf. 3.2.1 (ii)) . 

Au 5.3.1, on montre que p définit une suite spectrale de 

& 
Leray-Serre pour les formes Fu-basiques qui comme celle de 5.1.4 s'exprime 

uniquement en termes de formes différentielles et dont le terme E~~ est 
2 

isomorphe à H~(M/F) 8 ~~(so(n)) (cf. 3.1.8 - Voir aussi [la ) . 
Dans 3.2., nous définissons tous les op6rateurs de la théorie 

de Hodge pour F et nous les relions aux opérateurs correspondants relatifs 

à FI;! à l'aide de l'intégration le long des fibres de p. On en déduit un 

théorème de décomposition de Hodge basique dans le cas particulier d'un 

feuilletage F tel que la fibration p admette une forme caractéristique 

fermée (cf. 3.2.10). Le cas général est traité au 5.3.3 en se ramenant au 

cas précédent par une modification de la différentielle. 

3.1. - Fibration principale associée à un feuilletage riemannien - suite -- 

spectrale de Leray-Serre basique. 

Nous commençons par rappeler la construction du feuilletape T . P .  

(8, FI) "relevé" d'un feuilletage riemannien (M, F) . Ceci nous permettra 
d'introduire une nouvelle bigraduation du module ~*(M/F') et de construire 

une nouvelle suite spectrale. Sauf en 3.1.1 et 3.1.10, les feuilletages 

considérés seront supposés transversalement orientés. 

Soit donc (M,F) un feuilletage de codimension n sur une 

variété compacte M. 



3.1.1. Feuilletages r i e m a n n e .  

i) On dit que F est riemannien s'il existe une métrique rieman- 

nienne Ro sur iRn et un cocycle feuilleté C = ({(Ui,fi) } , {g . .  1 )  définis- 
1 J  

n 
sant F tel que pour tout x E PI, g.,(x) soit une isométrie locale de IR . 

1 J 

La différentielle Dgij  est à valeurs dans le groupe orthogonal Oh) 

et le fibré normal v(F) est muni d'une structure riemannienne Rv 

invariante le long des feuilles de F (voir aussï 2.1.3 (ii)). 

ii) En choissant un supplémentaire N(F) de T(F) dans T(M), 

on pourra compléter Ru, considérée comme structure riemannienne sur N(F) 

en une métrique R = R @ R sur !*l, dont on dira qu'elle est quasi-fibrée 
T v 

(voir [ 4 7 ] ) .  

On remarquera que dans un système de coordonnées locales (x,~) 

adaptées à F, la métrique R sera donnée par une expression du type 

dont la seconde partie correspond à 
Ru. 

3.1.2. Feuilletage (M',F') relevé d'un feuilletage riemannien transver- 

salement orienté (M,F). (cf. [ 4 4 )  

i) Soit (i1,F) un feuilletage riemannien transversalement 

orienté défini par un cocycle C comme ci-dessus. On désigne par : 

le SO(n)-fibré principal associé à v(F), c'est-à-dire le fibré des 

repères orthonormés directs transverses à F. 11 est défini par le cocycle 

({Ui1,{Dg.. 1). 
1J  



On remarque que l a  d i f f é r e n t i e l l e  d 'une submersion f .  permet 

d ' a s s o c i e r  à t o u t  r e p è r e  t r a n s v e r s e  de F au-dessus de U i ,  un r epè re  de  

IR". Donc s i  p o  : E + R~ e s t  l e  f i b r é  des  r e p è r e s  d i r e c t s  de IR", l a  

submersion f .  i n d u i t  une submersion F. t e l l e  que l e  diagramme s u i v a n t  
1  

c o m u t e  : 

De même l a  d i f f é r e n t i e l l e  de l ' i s o m é t r i e  l o c a l e  g i j  i n d u i t  

un diffeomorphisme l o c a l  G . .  de E q u i  f a i t  commuter l e  diagramme : 
13 

- 1 
On v é r i f i e  a l o r s  a isément  que ( { ( p  ( U . ) , F . ) l , { G . . I )  e s t  un 

1 1  1J 

cocyc le  f e u i l l e t é .  Il d é f i n i t  un f e u i l l e t a g e  F' s u r  M' qu 'on a p p e l l e  

l e  r e l e v é  de F. 

il 

i i )  On c o n v i e n t  de f a i r e  opé re r  SO(n) à d r o i t e  s u r  M". Par cons- 

t r u c t i o n ,  F' e s t  i n v a r i a n t  p a r  c e t t e  a c t i o n ,  s a  dimension e s t  éga l e  à c e l l e  

de F e t  l a  r e s t r i c t i o n  de  p à t o u t e  f e u i l l e  L de e s t  un revêtement 

g a l o i s i e n ,  de base  L' = p ( L )  e F, dont  l e  groupe d'automorphismes e s t  isomor- 

phe a u  groupe d'holonomie de  L ' .  

11 lr 

L ' i n t é r ê t  d e  F r é s i d e  dans l e  f a i t  que c ' e s t  un 

f e u i l l e t a g e  T.P. Nous e n  décri.vons maintenant  un p a r a l l é l i s m e  t r a n s v e r s e .  



iI ?i 
3.1.3. ~ a r a l l é l i s m e  t r a n s v e r s e  p o u r  (M",F ) ( c f .  [433). 

1 
i )  Posons N = - n(n-1) = dim SO(n). La connexion de Levi-Civi ta  

2 

s u r  (IR",R ) permet de c o n s t r u i r e  un p a r a l l 6 l i s m e  

de E q u i  j o u i t  de s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

(a)  La p a r t i e  v e r t i c a l e  {Q:, . . . ,Q;I de PO e s t  formée pa r  une b a s e  de 

l ' a l g è b r e  de L ie  des  champs de v e c t e u r s  fondamentaux pour l ' a c t i o n  de 

SO(n) s u r  E ( c e l l e - c i  e s t  isomorphe à l ' a l g è b r e  de L ie  s o ( n )  d e  SO(n)) 

(b)  La p a r t i e  h o r i z o n t a l e  {P:, . . . ,P:I de PO e s t  formée de n  champs 

de v e c t e u r s  t e l s  que pour t o u t  x c E ,  IP;(X),P;(X), ..., p O ( x ) }  s e  p r o j e t t e  

en un r e p è r e  orthonormé de 

(c) S i  G e s t  l e  difféomorphisme l o c a l  de E i n d u i t  p a r  une i s o m é t r i e  

l o c a l e  g de mn, a l o r s  PO e s t  i n v a r i a n t  par C. 

i i )  C e t t e  de rn i è re  p r o p r i é t é  ( c ) ,  nous permet d ' a s s o c i e r  à PO 

b b  b  b  b  1 une f a m i l l e  P = {P l  ,..., Pn,Ql ,..., (! I de champs de  v e c t e u r s  F'-basiques 
N 

41 
qu i  t r i v i a l i s e  l e  f i b r é  v(F ) .  On c h o i s i t  un supplémenta i re  N ( F ' )  de 

9 
T ( F ' )  dans T(M) ; en r e p r é s e n t a n t  l e s  éléments de pb pa r  d e s  s e c t i o n s  

L 

de ~ ( r ' ) ,  on o b t i e n t  f i na l emen t  une f a m i l l e  

P  = !PI ,..., P,, Q I  ,...,? 

de champs F ' - f eu i l l e t é s  q u i  e s t  un p a r a l l é l i s m e  t r a n s v e r s e  de F'. 

On décompose N(Ftt) en  l a  somme d 'une  p a r t i e  l i o r i z o n t a l e  e t  

d 'une p a r t i e  v e r t i c a l e  erigendrfes respect ivement  p a r  l e s  {p i ]  e t  l e s  

I O . )  : 
J 

4 N ( Fji)  = Nh Fg) $ NV( F?;) . 



y fi 
Un champ X a Y(M',FC) e s t  d i t  p u r  h o r i z o n t a l  ( r e s p .  v e r t i c a l )  

h  ?! i 4  
s i  c ' e s t  une s e c t i o n  de N (F' ) ( r e s p .  N ~ ( F ' . ) ) .  Par  exemple, pour l e s  

c r o c h e t s  de  L ie ,  on a  : 

(a) [pi,pj] e s t  v e r t i c a l ,  

(b [pi,Qk] e s t  h o r i z o n t a l ,  

(c) [$,QJ e s t  v e r t i c a l .  

i i i )  Pour t e rmine r ,  remarquons que l a  métr ique  t r a n s v e r s e  de 

F' d é f i n i e  à l ' a i d e  de P comme e n  2.1.3 ( i )  e s t  i n v a r i a n t e  p a r  SO(n). 

En o u t r e  l a  f i b r a t i o n  p : M' + M i n d u i t  une i s o m é t r i e  du sous-espace 

h o r i z o n t a l  de N(F') en x  E M' s u r  l a  f i b r e  vP(,)(F) m 

La d i s t i n c t i o n  p récéden te  e n t r e  é léments  ho r i zon taux  e t  

é léments  v e r t i c a u x  du p a r a l l é l i s m e  P va nous pe rme t t r e  m a i r t e n a n t  de 

* W 3 i  
d é f i n i r  une nouve l l e  b ig radua t ion  s u r  l e  complexe 9 (M /F  ) des  

formes F ' -bas ique ,  dont  on remarquera  q u ' e l l e  e s t  s ans  grand r a p p o r t  avec 

l a  b ig radua t ion  préc6demment d é f i n i e  en  1.3.0. 

&' 
3.1.4. Le complexe des formes F -bas iques .  

On dés igne  pa r  I.1 l a  v a r i é t é  bas ique  de F* 
1 A. Ll 

i )  Dans la base  P-canonique de R (M' I F - ' )  ( c r  . 2.1 .1)  , noüs 

d i s t i n g u o n s  l e s  é léments  ho r i zon taux  { a 1  , a 2 . .  . an}  d é f i n i s  pa r  

= O pour t o u t  k 

pour t o u t  i , j  ; 

1 N 
e t  l e s  é léments  v e r t i c a u x  { P h , .  .. ,O 1 d é f i n i s  de façon a n a l o ~ i i e .  

La base  P-canonique de R~(M'/F') s e r a  a l o r s  dorii16~ p,*r 1 ~ , s  

C: e x p r e s s i o n s  du type  

i 

(oc  r = p+q,  i l  < ... i 5 n e t  j ,  < j 7  - ... jq : N) dont  on d i r a  
P  



qu'elles sont de degré horizontal p et de degré vertical q. Ceci définit 

la bigraduation annoncée : 

Par définition de la partie verticale du parallélisme P ,  

on a des relations du type : 

Par suite la différentielle d se décompose comme dans les cas usuels sous 

la forme : 

d = d", + dI0 + d2,-l . 

ii) L'action à droite de SO(n) sur kif! induit une action de 

ÇO(n) sur les formes différentielles de M' qui préserve les formes 
I ' 

F"-basiques. Comme en outre la différentielle d'une forme SO(n)-invariante 

est elle-même invariante, on obtient le sous-complexe différentiel des 

?+ formes F -basiques SO(n)-invariantes qu'on désignera par 

1' LI 

Ce n'est gvidemment pas un A(T.1)-sous-module de Q(II"/F' ) , mais il sera muni 

d'une structure de IA(W)-module. Il est bigradué par restriction de la 

9 bigraduation de Q*(M I F " )  . 
Il est bien connu que l'incliision 

est une équivalence d'homotopie, ainsi que sa restriction aux formes F'-basi- 

ques. Son inverse homotopique est l'opérateur de "m~~ennisation" par rapport 



par rapport au groupe SO(n). Comme nous aurons besoin d'un raffinement de 

ce résultat prenant en compte la bigraduation introduite en 3.1.4, nous 

reprenons rapidement cette question en nous basant sur l'exposé de [24. 

3.1.5. Moyenne d'une forme a E npq(~'/F') relativement à l'action dc SO(n). 

B +L 
i) Soit $ : M x SO(n) a M l'action (à droite) de SO(n) 

il 
sur M" . Cette application 6 peut être considérée comme une SO(n)-fibration 

principale dont la fibre au point (x,g) est l'ensemble ixh,h-' 
"he~0(n) ' 

Elle est transverse au feuilletage F' et l'image réciproque $*F' est 

un feuilletage dont les feuilles fibrent au-dessus des feuilles de F' 

+ fi 
(par restriction de 6).   espace transverse N($ F ) s'identifie à un sous- 

fibré d'une somme directe de trois facteurs qui s'écrit (avec des abus de 

notations évidents) : 

N~(F') @ N"(F') @ T(SO(n)) 

et qui induit une graduation à trois indices sur l'espace des formes 

* tL y 9 $ F '-basiques. Ainsi, pour tout a c nPq(bf /F ) , la forme $*a est 

* f 
@ F -basique et s'écrit : 

(A noter que le degré horizontal p est préservé par relèvement !). 

ii) Désignons par x0 la forme volume canonique sur SO(n), 

considérée comme une forme de type (O,O,N) sur M'! x SO(n). L'opérateur 

"moyenne" est défini par 

(où désigne l'intégration le long des fibres du fibré trivial 



3 
pr]: ?l x SO(n) + Gi). On vérifie aisément que pour tout a r npq(~'/F'), 

on a : 

m(a) = a si a est SO(n)-invariante. 

3.1.6. Lemme.  opérateur j O m est do,-homotope à l'identité. En d'autres 

termes, il existe un opérateur 

tel que pour tout a E fiPq, on ait : 

Démonstration : L'opérateur S va être obtenu comme somme de deux opérateurs 

de type (0,-1). 

(a) Soit U un voisinage contractile de l'élément neutre e de SO(n). 

Une N-forme xU à support dans U est cohomologiie à X, si / xU = 1. 
J SO(n) 

Dans ces conditions, il existe une (N-1)-forme A telle que 

ro-x, = di. Par suite si a r ripq(~"/F') et si on pose 

il vient : 



oïi r = p+q. On obtient un opérateur k de type (0,-1) en posant (avec les 

notations de 3.1.5) : 

Alors, comme m(a) - %(CL) est de type (~,q), un calcul simple montre 

que l'on a : 

(b) Finalement, soit r : U x 1 + U une rétraction de U sur e. 

L'application 

est transverse à F" et l'espace transverse au feuilletage ;*$' 

(dont les feuilles sont difféomorphes au produit par 1 des feuilles de 

F') s'enrichit d'une quatrième composante correspondant au facteur 1. 

9 v Pour a E nPq(~'/F ' ) .  On a la décomposition 

où il faut remarquer encore une fois que le degré horizontal p est 

préservé. 

En reprenant le calcul de ([BI, vol. 1, p. 178) et en raisonnant 

sur la bigraduation comme en (a) ci-dessus, il s'introduit un opérateur 9. 

de type (0,-1) tel que 

On trouve S en additionnant t et k i  



Nous e n  a r r i v o n s  à l a  s u i t e  s p e c t r a l e  annoncée. 

3 
3.1.7. S u i t e  s p e c t r a l e  de cohomologie bas ique  de l a  f i b r a t i o n  p : M" + M. 

i )  De façon  analogue à 1.4.1. ,  on pose 

IL 
pour t o u t  (r-p+1)-uple V = X A . . . A X 

1 
r-p+l de champs F " - f e u i l l e t é s  

v e r t i c a u x .  D'après (3 .1 .4 ) ,  on a  

Ce q u i  nous d é f i n i t  une f i l t r a t i o n  d é c r o i s s a n t e  compatible  avec l a  

d i f f é r e n t i e l l e .  

i i )  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  cor respondante ,  

q u i  a b o u t i t  à l a  cohomologie bas ique  de F" s ' a p p e l l e  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  

de Leray-Serre b a s i q u e  de l a  f i b r a t i o n  p : ?? + M. 

3.1.8. Théorème. Pour t o u t  f e u i l l e t a g e  r iemannien t ransversa lement  o r i e n t a b l e  

( M , F ) ,  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de Leray-Serre de l a  f i b r a t i o n  p r i n c i p a l e  a s s o c i é e  

p v é r i f i e  l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

(où s o ( n )  e s t  l ' a l g è b r e  de L i e  de  SO(n)) . 



Démonstration : L'égalité (i) est obtenue de la façon habituelle. Pour démon- 

trer (ii), on considère le fibré en algèbres de Lie associé à p : 

et on note iIq5* le fibré vectoriel associé (cf. 1.3.2) : 

comme SO(n) est connexe, l'argument usuel montre que le fibré de cohomolo- 

gie Hq(5) obtenu à l'aide de la différentielle a de 1.3.2 est le fibré 

trivial de fibre ~~(so(n)). 

Mais en procédant exactement comme en 1.3.7 et 1.3.8, on montre 

que : 

Et puisque l'injection j : 1nPq -+ fiPq est une équivalence d'homotopie 

pour la différentielle dO1 (cf. 3.1.6), on obtient par passage à la cohomo- 

logie : 

Pour finir, la différentielle dl de ~y~ s'identifie comme en 1.3.9. 

D'où le théorème 

3.1.9. Corollaire. Dans les conditions précédentes, on a : 

Hn+*(b?/~') 2 Hn(bl/F) @ HN(so(n)) 2 H~(M/F). 

Pour terminer considérons le cas oii le feuilletage riemanni.en 

n'est pas orientable. 



3.1.10. F e u i l l e t a g e  r iemannien non t ransversa lement  o r i e n t a b l e .  

S o i t  (M,F) un f e u i l l e t a g e  riemannien de codimension n .  

i )  s i  F n ' e s t  pas t ransversa lement  o r i e n t a b l e ,  on c o n s t r i i i t  

q : (MI , F I )  -+ (E1,F) l e  f e u i l l e t a g e  i n d u i t  s u r  l e  revêtement  d e s  o r i e n t a -  

t i o n s  t r a n s v e r s e s  de F. Le f i b r é  des  r e p è r e s  t r a n s v e r s e s  de F1 ( c f .  3 .1 .2 ) ,  

d é f i n i r a  un O(n)-f ibré  p r i n c i p a l  au-dessus de El 

E t  on a u r a  comme précédemment une s u i t e  s p e c t r a l e  r e l i a n t  l a  cohomologie 

bas ique  de F: à c e l l e  de F I .  

i i )  On p a s s e r a  à l a  cohomologie bas ique  de F p a r  l ' i d e n t i f i c a t i o n  

où fil (M / F  ) e s t  l e  sous-complexe d e s  formes F -basiques q u i  s o n t  inva- 
2 ' 1 

r i a n t e s  par  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e  de L2 s u r  M l .  

En p a r t i c u l i e r ,  on a u r a  H ~ ( F I / F )  = 0.  

3 .2 .  P r é l i m i n a i r e s  pour l e  théorème de décomposition de Hodge. 

Nous nous p lacons  dans l a  s i t u a t i o n  du paragraphe 3.1 e t  d é s i -  

s ir 
gnons par (M7' ,F ' ' ) ,  l e  f e u i l l e t a g e  T.P. r e l e v é  d 'un f e u i l l e t a g e  riemannien 

(M,F). Dans c e  paragraphe ,  nous décr ivons  l e s  r e l a t i o n s  é t a b l i e s  e n t r e  l e s  

o p é r a t e u r s  de l a  t h é o r i e  de Hodge pour F' e t  F respec t ivement ,  au moyen 

de l ' i n t é g r a t i o n  l e  long  d e s  f i b r e s  de l a  f i b r a t i o n  p : MI + M. Ceci nous 

p e r m e t t r a  d é j à  d ' o b t e n i r  l e  thoérème de  décomposition de Hodge bas ique  

dans l e  c a s  des f e u i l l e t a g e s  F pour l e s q u e l s  p admet une forme c a r a c t é -  

r i s t i q u e  x fermée ( c f .  3 .2.1) .  

Dans t o u t  c e  paragraphe ,  nous supposerons que F e s t  t ransver -  

salement  o r i e n t é .  



4A 
3.2.1. Formes volumes basiques de F et F' . - 

1 n N 
Soit { , . . . , 9 , .  . . 9 1 la base duale dans f i 1  (M'/F') du 

parallélisme P de F' (cf. 3.1.4 (i)). 

2 4 i 
i) La forme x = g1 A O A . .. A gN E ao*N(~fi/~,) est 

SO(n)-invariante. Un calcul explicite, utilisant les résultats de crochet 

de 3.1.3(ii), montre que d x = O. On appelle x la forme caractéristique 
1 O 

i4 
du f ibré o : M" + M. 

ii) La fibration p induit 

Il 1.1 
dont il est aisé de voir que l'image est exactement IR~"(M. I F '  ) .  Pour 

des raisons de conmrnodité on fera souvent l'identification 

Y # Q~(M/F) =IR~"(M IF ). 

L'orientation transverse de F définit une orientation du 

fibré normal v(F) (muni de la métrique transverse R ) .  Exactement comme 

dans le cas du fibré tangent à une variété riemannienne, cette orientation 

définit une unique forme v r Q"(M/F) qui vérifie la relation 

pour tous x l ,  ..., Xn,YI,.,.,Y dans v(F). C'est la forme volume basique 
n 

I I  LI 

de F. Avec l'identification R(M/F) = I~F"(M'/F:), on peut écrire 

i 
(c'est une forme SO(n)-invariante bien que les w ne le soient pas en 

général). 

L! 

iii) Enfin v" = v A x est la forme volume basique de F" ainsi 

qu'elle a été définie en (2.1.1 (iii)). Elle est SO(n)-invariante. 



Dans l a  s i i i t e ,  a f i n  d ' é v i t e r  l e s  confus ions ,  nous a f f e c t e r o n s  

d 'un  d i è z e  t o u s  l e s  o p é r a t e u r s  (sauf  l a  d i f f é r e n t i e l l e  d)  r e l a t i f s  

fi li " u 
2 F'. A i n s i ,  on d é s i g n e r a  désormais  par  *' , < > , 6' , A l e s  o p é r a t e u r s  

i n t r o d u i t s  dans ( 2 . 1 . 4 ) ,  r é s e r v a n t  l e s  n o t a t i o n s  *, < >, 6 ,  A pour d e s  

o p é r a t e u r s  p o r t a n t  s u r  l e s  formes b a s i q u e s  de F e t  q u i  r e s t e n t  à d é f i n i r .  

3.2.2. Les o p é r a t e u r s  de Hodge pour F 5 F' 

i )  Ains i  que nous l ' a v o n s  d é j à  remarqué à propos de l a  forme 

volume bas ique  de F ,  l a  mét r ique  t r a n s v e r s e  Rv nous permet de d é f i n i r  

un opéra teur  

* : I ~ ~ ( M I F )  + Pr (MIF) 

par un procédé analogue à c e l u i  que l ' o n  u t i l i s e  dans l e  c a s  d e s  v a r i é t é s  

r iemanniennes . 
4 i  

En f a i t  g râce  à l ' i d e n t i f i c a t i o n  Q'(M/F) = l C l r ' O ( ~ " / ~ '  ), on 

v é r i f i e  immédiatement que c e t  o p é r a t e u r  a p p e l é  o p é r a t e u r  de Hodse bas ique  

de F s e r a  i n d u i t  p a r  l ' o p é r a t e u r  s u i v a n t  d é f i n i  s u r  Clr''(MY/~') 

où k , <  .... ç k e s t  l a  s u i t e  complémentaire de i l  i2 ... < i 
n-r 

dans ( 1 , 2 ,  ..., n) e t  ( i l , . , i )  e s t  l a  s i g n a t u r e  de l a  permutat ion 

( i l  ,..., i r , k  ,,..., k ) .  n-r 

i i )  De l a  même manière qu 'en ( 2 . 2 . 3 ) ,  on v é r i f i e  que : 

r (n-r) + + a = (-1) pour t o u t  a E R ~ ( M / F )  

donc que w e s t  un isomorphisme dont  l ' i n v e r s e  e s t  donné par  l a  formule 

h a b i t u e l l e  
- 1 * = (-1) r ( n - r )  * 



i! i? 
i i i )  Finalement  s o i t  * '  l ' o p é r a t e u r  de  1Iodge bas ique  de  F . 

Les d é f i n i t i o n s  e x p l i c i t e s  d e  * e t  *', montren t  que l ' o n  a  l e s  deux 

r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  ( q u e l ' o n  v é r i f i e  en é v a l u a n t  s u r  l a  b a s e  canonique 

de Qr*O(M'/~') : 

i l  Y 
uTTa = * a  A x e t  *a = * '  ( a  A X) 

pour t o u t e  forme a  E n r ( i r l f ) e  

U 
3.2.3.  P r o d u i t s  s c a l a i r e s  pour F e t  Fi. . -- - 

!I 
i )  :Gous rnunissons n r ( ~ ? / ~ " )  du p r o d u i t  s c a l a i r e  <,; d é f i n i  

e n  (2 .1 .4 )  e t  notons <,> l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  Qr(M/F) obtenu p a r  

s 9 
r e ' s t r i c t i o n  de <,>' à 1 Q r " ( ~ ' / ~ " ) .  En procédant  comme e n  ( 2 . 2 . 3 ) ,  ( e t  

avec d e s  n o t a t i o n s  comme en 2.2.3 ( i i i ) )  c e  p r o d u i t  s c a l a i r e  s ' e x p r i m e r a  

e n  f o n c t i o n  de l ' o p é r a t e u r  i p a r  l e s  fo rmules  : 

I ( a A * B A x )  s i  l a  v a r i é t é  b a s i q u e  \SI de  Fg 
e s t  o r i e n t a b l e ,  

% %  % %  
I ( a A * B A x )  dans l e  c a s  c o n t r a i r e  

W 

pour t o u s  a ,  B r Qr (MI F) . 

i i )  S o i t  6 : Q'(M/F) -+ Slr-' (MIF) 1' a d j o i n t  d e  d  p a r  r a p p o r t  

9 
à <,> . En g é n é r a l  on 3 b i e n  siir Fa # &"ci .  De mSme pour l e  l a p l a c i e n  

+k F-basique A = d6 + 6d ,  on a  Au # A a. 

i i i )  Finalement  H(M/F) = Ker A e s t  a p p e l é  l 1 e s i > a c c  d e s  formes 

harmoniriiies b a s i q u e s  de F. On v é r i f i e  de  l a  façon  h a b i t u e l l e  que les sous- 

e s p a c e s  Ker A ,  I m  d  e t  I m  6 s o n t  deux à deux d i s j o i n t s  e t  que l ' o n  a 

K e r A =  Ker d  n Ker 6 .  



Dans l a  s u i t e ,  nous u t i l i s e r o n s  de  manière e s s e n t i e l l e  l ' i n t é -  

g r a t i o n  l e  long des  f i b r e s  du f i b r é  p mais app l iquée  aux s e u l e s  formes 

3 
F -basiques q u i  s o n t  SO(n) - invar ian tes .  C e t t e  r e s t r i c t i o n  q u i  f a c i l i t e r a  

nos c a l c u l s  e s t  j u s t i f i é e  p a r  l e  r é s u l t a t  p r é l i m i n a i r e  s u i v a n t .  

3 
3.2.4. Propos i t ion .  Les formes F,-harmoniques s o n t  SO(n) - invar ian tes  e t  

pour t o u t  r c N ,  on a  une décom?osition de Hodge : 

'I 
Démonstration : Comme SO(n) a g i t  pa r  i s o m é t r i e s  s u r  v ( F  ) ( c f .  3.1.3 ( i i i ) ) ,  - 

ii ii 
on v é r i f i e  que son a c t i o n  s u r  Q*(?I / F  ) commute avec l ' o p é r a t e u r  de Hodge 

5 * . De p l u s  c e t t e  a c t i o n  p r é s e r v e  l e s  adhérences des f e u i l l e s  de F' ( i . e .  

l e s  f i b r e s  de l a  f i b r a t i o n  bas ique  ii e t  donc SO(n) a g i t  par  i s o m é t r i e s  

s u r  l a  v a r i é t é  bas ique  I.I. P a r  s u i t e  l a  forme volume w s u r  T.! (ou s i  I i  

n ' e s t  pas  o r i e n t a b l e ,  l a  mesure p o s i t i v e  u )  e s t  i n v a r i a n t e  p a r  SO(n) e t  

l e  morphisme 1 de (2.2.2) commute avec l ' a c t i o n  de SO(n). 

r ?l ii 
En résumé, pour t o u s  a , @  F Ci (M / F  ) e t  t o u t  e SO(n), 

on a  ( s i  W e s t  o r i e n t a b l e )  : 

De c e t t e  r e l a t i o n  e t  de l a  r e l a t i o n  cor respondante  dans l e  c a s  

non o r i e n t a b l e ,  il découle que l e s  sous-espaces H ~ ( ~ ? / F ~ ' )  e t  I m  6 t i  

P 9 s o n t  s t a b l e s  p a r  l ' a c t i o n  de SO(n) s u r  Q r ( ~ ' / F  ) . E n f i n  ~ u i s q u e  SO(n) 

e s t  connexe p a r  a r c s ,  l ' a rgument  d'homotopie h a b i t u e l  montre  que son a c t i o n  

s u r  Hr(Mti/~') e s t  t r i v i a l e .  Comme llr s ' i d e n t i f i e  à tir ( v o i r  2.1.6), 



on o b t i e n t  

La p r o p o s i t i o n  s u i t  pa r  u n i c i t é  de l a  décomposition d 'une forme i n v a r i a n t e  I 

1.2.5. ()uelques p r o p r i é t é s  de  l ' i n t é g r a t i o n  l e  long  d e s  f i b r e s  de 

fi 
p : M' + M ( v o i r  @6]). 

Rappelons que l ' o n  désigne p a r  {Ql,Q2, . . . , Q  l a  f a m i l l e  d e s  
U 

champs fondamentaux pour l ' a c t i o n  de SO(n) s u r  Mi'. 

i )  En r e s t r i c t i o n  aux formes F -basiques q u i  s o n t  SO(n)-inva- 

r i a n t e s ,  l ' i n t é g r a t i o n  l e  long des  f i b r e s  de  p dés ignée  par  : 

peut ê t r e  d é f i n i e  p a r  : 

r N  
a  = (-1) so (n)" 

oil i 
S O ( ~ ) ~  = 

... i a  . 
ON ON-I cl 

i i )  Alors  on v é r i f i e  que l ' o n  a  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  ( l a  h i -  

g r a d u a t i o n  é t a n t  c e l l e  i n t r o d u i t e  e n  3.1.4) 

r N sauf s i  a c In , 

ka = d/a pour t o u t  a c TQ r N  

Enf in ,  pour a  E n r ( b f / ~ ) ,  on v é r i f i e  que : 

c e  qu i  montre en p a r t i c u l i e r  que es t  r i i r j e c t i v e .  



f Il 

La procllaine é t a p e  v a  c o n s i s t e r  A r e l i e r  [, 6' e t  6. 

11 AL 

3.2.6.  Lemme : Pour t o u t  a E I R ~ ~ ( M ~ / F ' ) ,  on a  

N 
6..a = (-1) 6ja pourvu que s + N-1. 

J 

Demonstration : La r e l a t i o n  e s t  t r i v i a l e m e n t  v é r i f i é e  pour s c N-2. Pour 

l a  v é r i f i e r  dans l e  c a s  s = N, il nous s u f f i t  de montrer  que s i  a e s t  

f i x é e ,  a l o r s  pour t o u t  f3 r fir-'  (M/F), on a  l a  r e l a t i o n  : 

Nous nous conten te rons  d ' a i l l e u r s  de l e  f a i r e  dans l e  c a s  ou l a  v a r i é t é  

basique W de F" e s t  o r i e n t a b l e .  

Nous c a l c u l o n s  successivement  l e s  deux p r o d u i t s  s c a l a i r e s  qui  

f i g u r e n t  dans l a  r e l a t i o n  ( S ) .  

I F  a )  Considérons l a  forme X = ( P a  4 * 6) h. On a l e s  é g a l i t é s  s u c c e s s i v e s  : 
1 

(r- l )N 9 A = (-1) 6 a h j(*B A X )  

A = (-1) 
( r- l )N 

6 a A * B  d ' a n r è ç  3.2.5 ( i i )  

( r - l )N il il 
h = ( -1 )  ~ ~ A * ( B A x )  d ' a p r è s  3.2.2 ( i i i )  

On en d é d u i t  que : 



La d e r n i è r e  é g a l i t é  p rov i en t  du f a i t  que d  x = O e t  que 
10 

<a,d(B A x)> = <a ,d  (6 A x)>? puisque CL e s t  de degr6 v e r t i c a l  1 O 

maximum N .  

b) hi f a i t  de même avec h' = ( i o ) h  + dB h X. On a  successivement 

Par s u i t e  

La r e l a t i o n  ( S )  s u i t  immédiatement. 

1' il 
3.2.7.  Lemme : Pour t o u t e  forme cr E lflr s(hf' / F ) ,  on a  

Démonstration : La formule ci-dessus s e  ram?ne 3 3.2.6 quand s # N-1, 

s i  s  = N - 1 ,  o n a  : 

e t  donc 

CL. 

Comme par  a i l l e u r s  ,F. a  = O dans ce c a s ,  l e  r é s u l t a t  annoncé e s t  démontré m J 



3.2.8. Le relèvement Q : Q r ( M / ~ )  -+ Qr+N(~' /~ ' ) .  

i )  On d é f i n i t  $ p a r  $ ( a )  = a A x pour a c Q ~ ( M / F ) .  Comme 

[ ( a  .\ X) = a ,  on v o i t  que $ e s t  i n j e c t i v e  mais ce n ' e s t  un morphisme de 
J 

complexes d i f f é r e n t i e l s  que s i  dx e s t  n u l l e .  

r n  $k 41 
i i )  So ien t  a e t  4 deux éléments  de IQ ( F I , / F " ) .  D'après 

e t  en u t i l i s a n t  l e s  formules 3 .2 .3  ( i ) ,  il v i e n t  : 

< a  X ,  B A x>q = ( -1)  (n-r)N <a ,@>.  

S o i t  maintenant d x r I ~ ~ - " ~ ( M ~ / F + ) .  Comme d lOx = O (d ' ap r è s  

3.2.1 ( i ) )  e t  que d B = dB l a  r e l a t i o n  précédente nous donne successj.ve- 1 O 

ment : 

L'argument u t i l i s é  en 3.2.4 montre que 6' e s t  SO(n)- invariante -1 ,O 

e t  donc, on a : 

i i i )  En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que SO(n) e s t  unimodulaire ,  on montre 

de même que 

60,-l(aAx) = 0 pour t o u t  a c Qr(M/F) 



Pour des raisons de degré, on arrive à la formule 

Y 
6"(aAx) = 6a A x pour tout ci E R ( M / F ) .  

3.2.9. Remarque. Tous les calculs précédents ne nous permettent malheureuse- 

+? 
ment pas d'établir de "bonnes" relations entre les formes Aa et A a pour 

a c Qr(M/F). Toutefois la situation se simplifie fortement si 
U 11 

dx = d x = O. En effet dans ce cas on a pour tout n E IR*(M'./F"-) les 
2,-1 

relations : 

# # # 
i) d(a X)=da A x ; ô (aAx)=ô aAx. Donc A (aAx) = Aa A X. 

En effet si a est de type (r,N-1) et si B A x est un élément quelconque 

de $4, N on aura : 

et donc 

On applique (3.2.7). 

iii) 

On en déduit une démonstration aisée du théorème de décomposition 

de Hodge de R~(M/F) dans le cas où dx = 0. 

3.2.10. Théorème. Soit (II,F) un feuilletage riemannien transversalement 

orienté sur une variété compacte. 

G 
Si la forme caractéristique x de p : W + M est fermée, 

on a pour tout r une décomposition en somme directe : 

Q~(M/F) = H'(M/F) @ Im d 6 Im6 

avec dim H'(M/F) < +-. 



4 I 
Démonstration : Le théorème de décomposition de Hodge basique pour Fi; - 
(cf. 2.1.5) et la proposition (3.2.4) nous donnent la décomposition : 

(hi applique l'opérateur à cette décomposition. Comme il est surjectif i 
(cf. 3.2.5 (ii)) et commute (au signe près) avec d d'une part, m e c  

6' et 5 d'autre part (cf. 3.2.9 (ii)), on obtient une décomposition 

En fait cette somme est directe d'après 3.2.3 (iij.). 

Pour terminer, rappelons que $ est injective (cf. 3.2.8 (i)) 

et par les mêmes relations de 3.2.9 (i) ,  envoie ffr(~/F) dans H ~ + ~  (!?/FI) . 
Il vient dim ~ ~ ( 1 4 1 ~ )  < I 

3.3. Cas général : décomposition de Hodge basique et dual* 

Nous considérons un feuilletage riemannien (M,F) pour lequel 

la forme dx est éventuellement non nulle. Pour pouvoir reprendre la 

démarche utilisée à la fin du paragraphe précédent, nous raisonnons en termes 

de "suite d'opérateurs différentiels'' au lieu de "complexes différentiels". 

3.3.1. La suite (R*(;'/F'),~). 

Supposons F transversalement orienté et considérons la suite 

d'opérateurs différentiels : 

- - 
4 d I l i U  d H 

(s)  o -+ QO(M 'IF ) - Q ( M '  IF*.) -, . . . . . . - R ~ + ~ ( M  IF' ) + O 

OG 2 = dO1 + dI0 = d - d2,+ au sens de la décomposition 3.1.4. Cette suite 

- 2 
ne définit plus un complexe différentiel puisque, en général, on a d # 0. 

i) Soient u r W, E c T:(w), 5 # O et ) c A(iJ) tels que 

- 
$(u) = O et d$(u) = 5 le symbole de d au point (u,E) est défini par 



* u s  
pour t o u t e  forme w E (M"/F"). Comme d$ = d$ e t  que $(u)  = O, on 

v o i t  immédiatement que l ' o n  a  

o ( d ) ( u , ~ )  = o ( d ) ( u , E )  pour t o u t  (u ,S) .  

- II 
i i )  L ' a d j o i n t  de d  p a r  r a p p o r t  au  ~ r o d u i t  s c a l a i r e  < > 

4 
e s t  b i e n  s û r  l ' o p 6 r a t e u r  6' = 60,-1 + 6-1 . Son symbole en un p o i n t  

(u,S) e s t  l e  t r a n s p o s é  de l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  o (d)  ( u , ~ )  donc compte 

tenu  de ( i ) ,  il v i e n t  : 

a(;') ( u , < )  = o(6*') ( u , ~ )  pour  t o u t  ( u , i )  

i i i )  Finalement ,  pour chaque r ,  nous d é f i n i s s o n s  

u --s -9- iL 44 4 A'. = (d6 +6 d) : nr(M'/F') --+ nr(w /FI r ) .  

+i 
C ' e s t  un o p é r a t e u r  au to-ad jo in t  p a r  r a p p o r t  à <,> . En o u t r e ,  l e s  r è g l e s  de 

c a l c u l  u s u e l l e s  pour l e s  symboles ( c f .  [15], p .  134) e t  l e s  r é s u l t a t s  précé-  

d e n t s  donnent 

41 
o ( ~ ; ! ~ )  = o ( a  ) . 

Bref 8 e s t  un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  au to-ad jo in t  e l l i p t i q u e .  

i v )  Le théorème de décomposition correspondant  ( c f .  -9: théorème 

4.12) ,  nous permet d ' é c r i r e  : 

9 +' -H 
R ~ ( M ' ~ / F " )  = Ker 2 $ Tm A avec dim Ker hr +m . 

-9 
Exactement comme en 3.2.4, on v é r i f i e  que l e s  deux espaces  Ker A e t  

-9 
Im A "  s o n t  s t a b l e s  p a r  l ' a c t i o n  de SO(n) e t  donc que l ' o n  a  une décomposi- 

t i o n  i n d u i t e  pour l e s  formes SO(n) - invar ian tes  : 



'I ?J -!i 
I I ~ ~ ( M ' . I F  ) = Ker A" @ X! ' ( IS~~)  avec dim Ker < +CU . 

- 2 
La non -nu l l i t é  de d f a i t  que,  cont ra i rement  au ca s  des  

-$L 
complexes e l l i p t i q u e s ,  on ne peut p lu s  décomposer 1 A '  en une somme 

-i! 
I m  d B I m  6 .  ais c e c i  e s t  sans importance pour n o t r e  propos. Par  con t r e  

i l  r e s t e  v r a i  que 

-II 
Ker X' = Ker d n Ker 6" 

En o u t r e ,  on a l e s  r è g l e s  de c a l c u l  su ivan t e s  : 

3.3.2. Lemme. S i  F e s t  t ransversa lement  o r i e n t é .  On a : 

$1 'I 
pour t o u t  cr E S Q ~ ( P ~  IF ) ,  

-1: 

i i )  6 " ( ~  A X) = 68 A x pour t o u t  B E R ~ ( ? I / F ) .  

-9 Démonstration : La r e l a t i o n  ( i )  découle de 3.2.7 pa r  d é f i n i t i o n  de 6 ; 

La r e l a t i o n  ( i i )  p rov i en t  de 3.2.8 ( i i i )  compte tenu du f a i t  que 

A p a r t i r  de 3.3.2, on o b t i e n t  maintenant  l e  théorème de décompo- 

s i t i o n  de Hodge bas ique  pour un f e u i l l e t a g e  riemannien quelconque (M,F) 

exactement par  l a  même démarche qu 'en 3.2.10 pourvu que F s o i t  t ransversa-  

lement o r i e n t é .  Par  a i l l e u r s ,  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  <,> ( c f .  3.2.3) e s t  

d é f i n i ,  que F s o i t  o r i e n t a b l e  ou non e t  il en e s t  donc d e  même pour 6 

e t  A .  En i d e n t i f i a n t  ~ * ( ~ 4 / f )  aux formes bas iques  E - i nva r i an t e s  du 2 

revêtement des o r i e n t a t i o n s  t r a n s v e r s e s  de F ( c f .  3 .1.10) ,  on é tend  sans  

peine l a  décomposition précédente au ca s  non o r i e n t a b l e  ; d'oh l ' énoncé  

généra l  su ivan t  : 



3.3.3. Théorème de décomposition de Hodge basique : 

Soit (M,F) un feuilletage riemannien de codimension n sur 

une variété compacte M. Pour tout r < n, on a : 

i) nr(~/F) = H~(M/F) $ Im d @ Im 6 

ii) dim H~(M/F) < +<o. 

3.3.4. Corollaire (cf. Pq). Soit ( M , F )  un feuilletage riemannien de 

codimension n. Pour tout r 5 n on a : 

Donc la cohomologie basique de (M,F) est de dimension finie. 

Pour finir, nous allons établir un théorème de dualité de 

Poincaré dans les mêmes conditions et de la même manière que pour les 

feuilletages T.P. à partir du préliminaire technique suivant (analogue à 

2.2.4). 

3.3.5. Proposition. Soit (M,F) un feuilletage riemannj en de codimension n 

Si H*(M/F) # O on a les relations : 

r - 1  (i) 6 = (-1) * d * et (ii) *A = A*. 

Démonstration : Si H"(M/F) # O, F est bien sûr transversalement orientable ; 

Hn+N +i 
(MI IF,.) # 0 d'après 3.1.9 et le morphisme I relatif à F' (cf. 2.2.2) 

est un morphisme différentiel. 

Pour établir la formule (i), on procède comme en (2.2.4) (en se 

restreignant là aussi au cas 06 W est orientable ! ) .  

r- l 
Pour tout a 6: 11 ( I F  et 6 s rir(?il~) , on a l n  sui t , ~  

d'égalités : 



puisque d lOx  = 0, 

d1[a A * 6 A x] =  d da A * 6 A XJ + ( - I ) ~ - '  ~ [ a  A d *  6 A 

En i n t é g r a n t  s u r  W ,  il v i e n t  grâce au théorème de Stokes : 

r -1  
e t  6 = (-1) * d* e s t  l ' a d j o i n t  de d pa r  r appo r t  à < > c 'es t -à -d i re  
.. 
6 = 6.  La r e l a t i o n  ( i i )  s u i t  immédiatement B 

3.3.6. Théorème de d u a l i t é .  S o i t  ( M , F )  un f e u i l l e t a g e  riemannien de 

codimension n .  Les cond i t i ons  su ivan t e s  s o n t  équiva len tes  : 

i )  F e s t  t ransversa lement  o r i e n t a b l e  e t  l a  forme volume 

basique v de F e s t  harmonique ; 

i i )  H"(w/F) + O,  

i i i )  H*(FI/F) v é r i f i e  l a  d u a l i t é  de Poincaré.  



CHAPITRE IV 

OPERATEURS TRANSVERSALEMENT ELLIPTIQUES 

SUR UN FEUILLETAGE RIEMANNIEN. 





1 . Op-euh6 c.ULpUqua i n v d a n t n  . 
Soient M une variété de dimension n, G un groupe de Lie connexe et 

E un fibré vectoriel complexe de rang N' défini par un cocycle {ui,y. . }  où U. 
1 3  

est un ouvert de M et y une application de Ui C l  U à valeurs dans G1(N1,C). 
i j j 

1 . 1 .  P é ~ i r i t i o n .  On dira que E est un G-fibré s'il existe une représentation de 

G dans le groupe Aut(E) des automorphismes de E au-dessus de M. 

Ceci définit en particulier une action de G sur M. Soit E un tel 
m 

fibré et désignons par C (E) l'espace de ses sections. L'action de G sur E 
m 

induit de manière évidente une action de G sur C (E). Pour tout g E Aut(E) on 
m 

notera encore g l'automorphisme de C (E) associé. 
00 * 

Si g E G, a E C (E), (g *a) (x) = g*a(g-'x). 

m 
Si X est un champ fondamental de l'action de G et a E: C (E), 

expt X-a-a (Lp) (x) = lim 
t 

(X 
t* 

1.2. V é i i f i o n .  Une section a de E est G-invariante si g*a = a, vg c G, ou 
encore LXa = O pour tout champ fondamental X (G étant connexe). . 

On note P(E) l'ensemble des sections G-invariantes de E. C'est un 
G 

module sur l'anneau A (M) des fonctions G-invariantes i.e. constantes sur les 
G 

orbites de G sur M. 

Soit D un opérateur différenteil agissant sur les sections de E. 

On dira que D est invariant si LXoD = DoLX pour tout champ fondamental X asso- 

cié à l'action de G sur E. Un tel opérateur induit un opérateur qu'on notera 
m 

encore D sur CG(E). 

Une section a de E est donnée localement sur un ouvert Ui par ses 

composantes 



de telle sorte que sur Ui fl U on a 
j 

Soit m l'ordre de l'opérateur D. Alors Da a pour composantes 

a 
où P*' est un polynôme homogcne de degré k en - a 

axl 

Dans toutela suite nous supposerons que G est compact. Dans ce cas le 

fibré E peut être muni d'une métrique hermitienne h = (h -) invariante par G. 
rl 

8 
Soient x E M et 5 E Tx M ; on substitue 5, à - a pour tout 

rL axt 
t = 1, ..., n et on note (Pm (x,<)) la matrice qui définit le symbole principal 

r 7 

a(D)(x,<) : Ex 9 Ex où Ex est la fibre de E en x. 

* 
Soit T un sous-fibré de T M. 

1.3. Vé6lniR;ion. On dira que D est  elliptique si a(D)(x,E) est un isomorphisme 

pour tout x E M et tout 5 non nul appartenant à T .m 

On retrouve la définition usuelle de l'ellpticité en posant T = T*H 

Supposons que m = 2m'. En utilisant la métrique hermitienne h sur E 

* 
on définit pour tout x E M et tout 5 E. T M une forme quadratique %(x,E,') sur 

Ex en posant 

pour tout n E Ex. 

1.4. V i l 6 , i f i o n .  On dira que D est fortement T-elliptique si %(x,<,*) est 

définie positive pour tout x E. M et tout < non nul appartenant à T . Dans le cas 
où = TM, on dira tout simplement que D est fortement elliptique. 



Dans toute la suite M sera compacte et munie d'une métrique riemannienne 

G-invariante dont on notera dx la mesure canonique associée. Pour tous a,B E crn(E) 

on pose 

m m 

On définit ainsi sur C (E) un ~roduit scalaire G-invariant pour lequel C (E) est G 

un sous-espace fermé. On pose 

5: 
où D est l'adjoint formel de D qui est bien entendu invariant. On a alors le 

1.5. ThEohème. Soit D un opérateur différentiel invariant et elliptique agissant 

sur les sections d'un G-fibré hermitien E au-dessus d'une variété compacte M. Alors 

i) H (E) est de dimension finie, 
G ' 

ii) on a une décomposition orthogonale c;(E) = HG(E) @ BG(E). . 
Démonstration : L'opérateur D agissant sur c~(E) est elliptique. 

D'après la théorie générale [59] son noyau Ker D est de dimension finie, l'image de 

D' est fermée et on a une décomposition orthogonale 

P(E) = Ker D @ Im D* (2) 

conme HG(E) est contenu dans Ker D, il est de dimension finie.  autre part, les 
* 

opérateurs D et D sont invariants ; donc pour tout champ fondamental X llappli- 
m m !k 

cation LX : C (E) -+ C (E) préserve Ker D et Im D . D'où 
HG(E) = Ker D n c~(E) 

i~ m 
B'(E) = D n C,(E) G 



mais surtout si a = a +a avec L a = O alors L a = O pour i = 0, 
1 2  x x i 

D'après (2) on a 

C.Q.F.D. 

2 .  U p é h a t e ~ ~ c l  - t h .a~~vmdemeYL t  e l l i p f i y u e n  b u  t e n  &x~LU&gu.  Appficaüom aux 

~ e W e Z a g e n  &?mnvLLev~.s. 

Soit M une variété munie d'un feuilletage F de codinension n. On 

notera toujours TF le fibré tangent à F et VF = TMITF ; X(M) et r(F) sont 

les A(M)-modules des sections respectivement de TM et TF. 

Enfin si X est un champ feuilleté sur M ,  xb sera sa classe d'équivalence dans 

VF i.e. le champ basique associé. 
m 

Si V est un ouvert de M et E f M un fibré vectoriel, CV(E) sera l'espace des 
m m 

sections de E au-dessus de V ; pour V = M, on aura CV(E) = C (E). Si El et 2 
k 

sont des fibrés vectoriels qu-dessus de M, on notera L (El,E2) le fibré des appli- 

k 
cations k-linéaires de E dans E2, S (E ,E ) le sous-fibré des applications 

1 1 2  
k k 

k-linéaires symétriques et sk : L (EI,E2) f S (E ,E ) l'application canonique de 
1 2  

symétrisation définie par 

où CJ décrit toutes les permutations de ( 1 , .  . . ,k}. 

2 . 1 .  CaLégohie d a  F-&Lbtrén- G p W e w  cLLddéhevLü& bankyuen. 

Soit i : P -t M un fibré principal de groupe structural G' C GL(N' - 
Pour tout point z E P on notera l'espace tangent en n à la fibre de i .  

2.1.1. Définition. Une connexion sur le fibré G' f P '+ M est un sous-fibré ff de 



i) Hz = {O} pour tout z E P ; 

ii) HZg1 = (R , )% HZ pour tout z E P et tout g' c G' où R est 
g g' 

l'action à droite de g' sur P. 

Si H est une connexion sur P on notera, pour tout champdevecteurs Y sur 
% 

M, Y l'unique champ de vecteurs sur P, horizontal et se projetant sur Y ; de 

% 
même si T est un, sous-fibré de TM, T sera le sous-fibré de H engendré par les 

relevés horizontaux des champs tangents à T. 

2.1.2. ~éfinition. On dira que P est feuilleté s'il muni d'une connexion tl pour 

% 
laquelle T = ?f est intégrable. m 

% % 
Dans ce cas î- définit un feuilletage horizontal F sur P de même 
'l, 

dimension que F et invariant par l'action à droite de G' sur P. 

Notons w la 1-forme de connexion associée à H. C'est une 1-forme sur P à valeurs 

dans $ ' . 
'L 

2.1.3. Définition. La connexion ff est dite basique si w est basique pour F i.e 

L,,u = O pour tout X tangent à F. On dira alors que P est un F-f ibré. 
X 

On remarquera que la forme w est basique au sens usuel car on a égale- 
% 

ment i,~ = O puisque X, est horizontal pour tout X. 
X 

Soit maintenant E un fibré vectoriel complexe de rang Nf et 

1 
G' -+ P- M le fibré principal associé par la représentation linéaire G'+ G~(N',c). 

2.1.4. Définition. On dira que E est 

i) feuilleté si P est feuilleté ; 

ii) un F-fibré si P est un F-fibré.. 

N' Rappelons que E s'obtient à partir de P en quotientant PxE par 

l'action libre de G' 



Pour tout (z,e) E PxcN' on notera [z,e] sa classe d'équivalence dans P x 8'. 
G' 

N' 
pour toute section a de E on définit une fonction a(a) : P -+ C par 

-1  
On a clairement a(a) (zg') = gr a(a) (2) pour tout z E P et tout g' c G' . 

m N' 
L'application a est un isomorphisme de C (E) sur l'espace C~(P,Q: ) des fonc- 

G 

tions Gr-équivariantes sur P à valeurs dans cN'. 
m 

Soient a E C (E) et X E X(M) on pose 

où x = ~(2). 

L'application V : X(M)XC~(E) + cm(E) ainsi définie est A(M)-linéaire 

en X et vérifie 

i) Vx(a+f?) = V a + V f? X X 

ii) V (fa) = fV a + (X*f)a 
X X 

V ~ , B  E c~(E), VX E: X(M) et Vf E: A(M). 

Pour tous X,Y c X(M) on notera R(x,Y) l'endomorphisme de c~(E) 

qu'on appelle la courbure de la connexion linéaire V sur E. 

2.1.5. Proposition. 1373 Si E est un f-fibré on a 

pour tout X E r (F) .  . 
On observe que V définit sur E un champ d'éléments horizontaux . 

+'E 

En particulier R(x,Y) = O si X,Y E. T(F). Il existe un feuilletage 



FE sur E relevé horizontal de F pour fi . Ce feuilletage peut être obtenu autre- E 
% 

ment : sur chaque facteur pxle) on met le feuilletage F. On obtient ainsi un feuil- 

letage sur P~O*' invariant par G'. Il passe donc au quotient en un feuilletage 

fE sur E = P x eN'. 
G' 

Un morphisme de fibré feuilletés $ : El + E2 est un morphisme de fibrés 

qui envoie les feuilles de dans les feuilles de . Un tel morphisme est 
'L 

induit par un morphisme feuilleté : Pl -f P2. Supposons que El et E2 sont des 

F-fibrés et notons w. la 1-forme de connexion basique sur P. où i = 1,2. On dira 
% 

que 4 est un gmphiope de F-fib+ si $w2 = wl. 

Pour tout X E X(H), on notera XE le relevé horizontal pour HE de X. 

En utilisant le fait que la courbure R vérifie i R = O pour tout X E r(F) on X 

montre la 

2.1.6. Proposition. Pour tout X e r(F) et tout champ feuilleté Y E T(M,F), 

[x~,Y ] E r(F ). Autrement dit, tout automorphisme infinitésimal Y de F se relève E E 

en un aiitomorphisme de 

Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout X E  r(F) et tout Y E X(M,F) 

on a 

Soient a une section de E, z E P et x = i(z). Par définition de R on a : 

comme X E r(F) on a R(X,Y) = O pour toute section n de E. D'où l'on déduit 

% % [cd = [x,Y] qui implique bien entendu la proposition 2.1.6. 

Soient El et E2 deux F-fibrés. La proposition qui suit se démontre 

de la même manière que dans le cas classique. 



2.1.7. Proposition. Les connexions basiques sur El et E2 définissent une unique 

connexion basique vk sur sk(EI ,E2) . . 
k 

Ceci montre que S (E ,E ) est un F-fibré. 
1 2  

2.1.8. Définition. On dira que a E cm(E) est basique si V a = O pour tout X 

x r T ( F ) .  . 
Si a est basique et f e A(M/F) alors fa est basique. En effet on a 

Co 

Si X E T'(F), alors X*f = O et VXa = O.  e espace C (EIF) des sections basiques de 

E est donc un module sur l'anneau A(M/F). 

2.2. Fibaé~ d a  j& baniqua. 

La plupart des définitions et démonstrations que nous presentonç dans 

cette section sont une adaptation au cas basique de l'exposé de R.S. Palais kd, 
chapitre IV. 

Soient E un Ffibré sur M et V un ouvert distingué pour F et 

trivialisant E. Pour tout z E V soit I~(V/F ) l'idéal des fonctions basiques v z 

pour le feuilletage F induit sur V dont les dérivées d'ordre inférieur ou 
Y 

égal à m sont nulles en z. On note 

où c~(E/F) est l'espace des sections F -basiques au-dessus de V et v v 

La projection canonique C;(EIF) + J;(E/F)~ est compatible avec les 

restrictions C;(EIF) + c;' (EIF) pour V'C V. On l'appellera le m-jet basique en z .  



Dans toute la suite on supposera que le fibré normal VF est muni d'une 

connexion basique vV i.e. vF est un F-fibre. 

2.2.1. Lemme. Il existe une unique application linéaire 

b 
dm : I~(v/F~)~ + s~(v~F,E) telle que si YI,. . . ,yb sont m champs basiques en z et 

m 

f E I~(v/F~)~, on a : 

b 
i) dzf(~l, ..., Y ) = (Y ... ym)*f(z) 

m 1 

ii) la suite 

est exacte où Y,, . . . Y dont des champs sur M représentant Y:, . . . ,yb.. 
m m 

Démonstration : i) Pour m = 1, la différentielle d'une fonction basique est une 

1-forme basique df. Sa valeur en z est une forme linéaire sur T M nulle sur 
TZF 

1 
Elle définit donc une forme linéaire dzf = VZF = T~M/T~F. 

Supposons que le lemme est vrai pour tout k < m. 

ii) Soit f E I~(V/F~)~. Par l'hypothèse de récurrence on a dm-'£ = 0. 

b b 
Soient YI, ..., Ym, m champs basiques. Alors 

[(Y,. . . YiYi+, . . .Ym) *f] (2) - [(yI . . .Y Y . . . Y,) of] (2) = i+l i 

[(yl . a .  Yi-] [Y~,Y~+,]'Y~+~'. ..'Y m )of] (2) = 

dm- 1 
f (Y],. . ., [Y~,Y~+]] ,. ..,Y ) = O m 

ce qui montre que [(yI*. . .*Ym)£] (z) est symétrique en YI,. . . ,Y . Il n'est pas 
m 

difficile de voir qu'en fait [(y1 ... Y )*f](z) E Sm(vZF,&). Comme f est basique 
m 

ceci ne dépend pas du choix qu'on a fait des champs YI, ..., Y représentant les 
m 

b b 
champs basiques YI,. . . ,Ym. 

L'application 



est donc bien définie. 

iii) Soient gl,....gm+l E I(V/F~)~ et yb un champ basique. Alors 

=m+ 1 
est un élément de I~(v)F~)~ i.e. l'application f -f Y'f env~ie (v/FVIz dans 

I~(v/F~)~. Par récurrence si f E I ~ + ~ ( v / F ~ ) ~  alors Y . .  . Y f I~(V/F~)~ i.e. m 
b m+ 1 

[(Y, . . . Y,) f] (z) = d:f (Y:, . . . ,Y ) = 0.  où 1 (VIFv) C Ker d:. 
m 

b b b* b* 
iv) Soit (el .. ..,en) une base de vZF et (el .. . . ,e ) la base duale n 

associée. Considérons n germes de fonctions basiques Y,, ..., Y telles que n 
* 

Y. (2) = O et ( d ~ ~ ) ~  = et. Si f E A(v/F ) par le théorème de Taylor on a v 
m+ 1 n ' D'~(Z.)Y' + g où g t  1 s = (s l,..., s ) & I N  . 1.1 = s +...+ s f =  1 a n 1 n7 

1 s (am 

alsl s 
DS = et yS =yll...Ysn. Si f E I~(M/F), alors 

1 
S 
n 

n 
ayl " ' a  Y, 

Dsf(z) = d?s/f 1 = O OC (e)"' est le 1.1-upie <el.. . . ,el,. • ..en.-.. ,e ) n 
\-' u 
S, fois s fois n 

1 s 
si e = (el, ... .en), si Is( < m et f = (lD f(z)) + g. D'où 

1s f =m 
a b s  SI d:fk(-) ) ]  = D'~(Z) carpour s = S I  m alors (D yS)(z) = O  si s #s' 
ay 
SV s 

et (D Y )(z) = s !  (=sI! ... s !) si s =SI. Finalement si f E ker d: o n a  n 

DSf (z) = O pour 1s 1 = m ; donc f E 1"' (V/S)~. 

v) Pour terminer nous allons montrer que l'application dm est surjective. 

soit a E sm(vZF7~) et posons 

1 
f = 1 , 

Jsj=m 

on a f I ~ ( V / F ~ )  et d:(e('j = (DSf)(z) = a(e (')> i.e. dm f = a. 



2 . 2 . 2 .  Lemme. Soi t  g  E I(v/F,)~ e t  dgZ = v. On a  a lors  dmgm = rn!Sm(v) . - 
On a auss i  l e  

2.2.3. Leunne. 11 e x i s t e  une unique appl ica t ion  dz  : Z ~ - ' ( E / F ) ~  + S ~ ( V ~ F , E ~ )  t e l l e  

que 

i )  r i  f  r Z:-'(E/F)~ e t  h E. c ~ ( E ' / F ) ~  a l o r s  dz(h.f) = h(z),,d;f où 

(h , f ) (z)  = h ( z ) ( f ( z ) )  ; 
CO 

i i )  s i  g  E A(V/F,,) est t e l l e  que g ( z )  = O e t  dgZ = v e t  f E c ~ ( E / F )  

m m 
v é r i f i a n t  f  ( z )  = e  a l o r s  dZ(g f )  = m! (sm(v 8 e )  ; 

i i i )  l a  s u i t e  

e s t  exacte.  

Ces lemmes s e  démontrent de l a  même manière que l e s  lemmes 2  e t  3 de 

6 6 1  p. 57-58. 

L 'appl ica t ion  canonique f  -+ Jm(£)z de c;@ IF) dans I ; (E/F)~ = 

c ~ ( E / F ) / z ~ ( E / F ) ~  envoie z:(E/F)~ dans Zm- V 1 (E/F)Z. E l l e  i n d u i t  donc une appl ica t ion  

l i n é a i r e  J ~ ( )  + 1 ,  f  de $ ( E I F ) ~  dans J ~ '  (E/F) ayant pour noyau v 
Z ~ ~ E / F ) ~ / Z ~ ( E / F ) ~ .  Par l e  lemme 2 . 2 . 3  on ob t i en t  une s u i t e  exacte  

où i e s t  ca rac t é r i s ée  par  

avec g  E A ( F / F )  v é r i f i a n t  g(z)  = O e t  dgZ = V. 

Posons Jm(E/F) = U J:(E/F)~ e t  déf in issons  J m ( f )  : M + J ~ ( E / F )  pour 
ZEV 

cc 
f  E. CV(E/F)Z par J m ( f ) ( z )  = Jm( f )z .  



2.2.4. Proposition. J~(E/F) est un fibré vectoriel. 

Démonstration : Soient V un ouvert distingué trivialisant E et f une section 

F-basique au-dessus de V i.e une fonction F -basique de V dans cN'. Par le v 
k 

théorème de Taylor, on a Jm(f)z = O si et seulement si d f = O pour 

k = O, ..., m. On pose alors 

L'application $ ainsi définie est une trivialisation de .Trn(E/F) au-dessus de U 

En utilisant le fait que E et vfsont &es F-fibrés nous allons montrer, 

m k  qu'en fait .Trn(~/F) et @ S (vF,E) sont canoniquement isomorphes. 
k=O 

La suite (S) donne une suite exacte au niveau des fibrés 

Pour m = 1 on a simplement 

où i(dgz@ f(z)) = jl(gf)z et ~ j ~ ( f ) ~  = f(z) avec geA(V/FV) telle que 

g(z) = O et f c C;(E/F). 

2.2.5. Proposition. La connexion V définit une application linéaire 

1 
T : J (E/F) + L(vF,E) telle que Toi est l'identité de L(vf,E). 

Démonstration : La connexion V sur E peut être vue comme une applica- 
a a 

tion linéaire de C (E) à valeurs dans C (L(TM,E)) définie par 



Si a E c~(E/F) alors (Va)(X) = O pour tout X E T(F). Donc V définit une 

Co 

application linéaire de c~(E/F) dans C (L(v F,E)) telle que l'application 

1 
u -+ V a ( z )  est nulle sur Z (E/F). Elle induit donc une application 

vérifiant V = T  O j l .  

Par construction Toi est l'identité de L(vF,E). 

2.2.6. Théorème. La connexion V définit une application Dm : Jm(E/f) -+ sm(uF,E) 

telle que D .i = id 
m 

. m 
S"(VF,E) 

m Vm-1 
Démonstratioil : Il suffit de poser Dm = Sn . . ... . V I  v où vk est vue 

k k k+ 1 
comme application linéaire de L (vF,U) dans L(L (~F,E) , E) " L (vF,E). 

Un calcul simple utilisant la définition de i dans la suite exacte (s*) permet de 

conclure. 

2.2.7. Corollaire. Il existe un isomorphisme canonique du f ibré J~(E/F) 
m 

sur le F-f ibré @ s~(vF,E). a 
k=O 

Démonstration : Par la suite (Sn), Jm-l (E/F) se réalise comme sous- 

fibré de J~(E/F) isomorphe au noyau de Dm. On a ainsi 

Un raisonnement analogue donne 

etc... On obtient finalement 



On en déduit que J~(E/F) est canoniquement muni d'une connexion basique 

et qui en fait un F-fibré. 

Considérons le préfaisceau C sur M qui àtout ouvert V associe 
't 

m 

l'espace C (E/F) des sections F -basiques de E au-dessus de V. v v 

2.3.1. Définition. Un o i  d'ordre m agissant 

03 

sur les sections basiques C (F/F) de E est un morphisme D : C + C tel que pour 
% 'b 

tout ouvert V distingué pour F et trivialisant E pour tout z E V, Jm(a)= = O 

implique Da(=) = O ba i c;(E/F). 

Un tel morphisme induit une application linéaire D : C-(E/F) + c~(E/F). 

Dans un système de coordonnées locales (x,y) adaptées à F, D s'écrit 

où pour tout k = O,..,m Pk est un polynôme homogène de degré k en 

a - , . dont les coéfficients sont des matrices carrées d'ordre N' = rang E 
a~~ a ~ n  

c 

à valeurs des fonctions basiques. 

On peut remarquer que si T est un morphisme feuilletéentredeux F-fibrés El 

m 
et E2 alors la section Tm du F-fibré L(E ,E ) induite par T est C et basique. On 1 2  
a la proposition qui se démontre comme dans le cas classique [ 4 6 ] .  

2.3.2. - Proposition. D est un opérateur différentiel basique d'ordre m 

si et seulement si il existe un morphisme feuilleté T : .Jrn(E/F) + E tel que 

D = T* ojm. 0 

2 . 4 .  F-gibha h r n e n i l .  

Supposons que F est riemannien. Alors le fibré vfC = VF 8 est muni 



d'une métrique hermitienne h invariante le long des feuilles. 

2.4.1.  Proposition. La connexion de Levi-Civita transverse associée à h 

est basique et fait donc de vFG un F-fibré hermitien.m 

Les sections basiques de vFC ne sont rien d'autre que les champs 

basiques sur M. 

De manière générale soit E un F-fibré muni d'une métrique hermitienne h. 

On peut considérer h comme une section du fibré S ~ E *  des formes bilinéaires her- 

mitiennes sur E. La connexion basique V s'étend de manière naturelle en une con- 

2 n 
nexion basique vS sur S E . 

s 
2.4.2.  Définition. On dira que E est un F-fibré herrnitien si V h = O X 

pour tout x E r(F). 

Si F est riemannien alors sur l'espace total d'un tel fibré, le feuilletage 

FE est riemannien. En effet le fibré normal à FE s'identifie à la somme directe 

X 
du fibré TE tangent aux fibres de q : E -+ M et au fibré q ( v f )  qui sont munis 

de métriques riemanniennes invariantes le long des feuilles de . 
FE 

Les F-f ibrés hermitiens constitueront la catégorie que 1 'on considérera 

dans toute la suite. 

Soient maintenant D un opérateur différentiel basique d'ordre m agissant 

sur les sections basiques de E, z E M et 6 E T*M basique pour F. On se donne 

une fonction basique g définie sur un voisinage V distingué pour F et triviali- 

sant E telle que g(z) = O et dg(z) = 5 et P c;(E/F). On notera la valeur 

de a au point z. Par analogie au cas classique (cf. [ 4 6 ] )  on définit le symbole 

principal de D au point z comme étant l'application linéaire 

a(D>(z,S) : bz -+ E~ définie par 



Comme en 1.3 on notera An(z,<,*) la forme quadratique relativement à la métrique 

hermitienne h sur E. 

2.4.3. Définition. On dira que D est - 

i) transversalement elliptique si O(D)(z,S) est un isomorphisme pour 

tout z E M et tout 5 non nul ; 

ii) fortement transversalement elliptique si $(z,<,*) est définie posi- 

tive pour tout z s M et tout 5 non nul. . 
Dans toute la suite E sera un F-fibré hermitien de rang N' au-dessus 

d'urie variété compacte M munie d'un feuilletage riemannien F de codimension n. 

On notera h la métrique hermitienne sur E. Quitte à passer à un revêtement à deux 

feuillets on peut supposer que F est transversalement orientable. On se donne un 

opérateur différentiel basique D d'ordre pair m = 2m' fortement transversalement 

elliptique agissant sur les sections basiques de E .  

Nous allons montrer que D possède les mêmes propriétés qu'un opérateur 

fortement elliptique agissant sur toutes les sections d'un fibré herminiten au-dessus 

d'une variété compacte. Nous procéderons en trois étapes. 

2 . 5 .  F e u d a g u  d e  LLe à duLUu d e n o a .  

Dans ce cas l'espace vectoriel c*(E/F) est de dimension finie. En effet 

une section basique qui est nulle en un point est nulle partout par densité des 

feuilles. Autrement dit, une section basique est entièrement déterminée par la 

valeur qu'elle prend en un point. Il nqy a donc qu'un nombre fini de sections basi- 
00 

ques linéairement indépendantes. Posons Ë = C (E/f) et NA = dia Ëo. 
- 

La métrique hermitienne sur E définit une métrique hermitienne sur Eo. La décom- 

position de Hodge pour D se ramène donc à celle d'une application linéaire opérant 

sur un espace hermitien de dimension finie. 



2.6. F e W & g a  T.P. 

Pour tout u E W, on note FU la fibre au-dessus de u de la fibration 

basique n : M + W et Ë = c~(E~/F~) où Eu et Fu sont respectivement les 
u 

restrictions du fibré E et du feuilletage F à FU. 

2.6.1. Proposition. La dimension de ËU ne dépend pas de u. . 
Démonstration : Soient u et u2 deux points de W. Les automorphismes 1 

infinitésimaux de F se relèvent naturellement (E étant un F-fibré) en automorphis- 

mes infinitésimaux de FE, et il en est de même du groupe des automorphismes 

qu'ils engendrent. Celui-ci est transitif sur M et projetable sur W. Donc il 

existe dans ce groupe un élément Y tel que Y (F ) = F . Si YE est son relevé 
1 u2 

dans E, le diagramme suivant est commutatif : 

L'automorphisme YE induit alors un isomorphisme entre E' et E' . 8 
u1 

- - 
On pose Ë = V EU et on note q : E + W la projection ;(ci ) = u. 

ww u 

- 
2.6.2. Pro~osition. E est un fibré hennitien au-dessus de w.I 

- 
Démonstration : E est la réunion pour chaque u E W, d'un espace 

vectoriel de dimension NL associé à ce point. On définit sur E' une structure 

de fibré vectoriel de base W à l'aide des trivialisations locales suivantes : 

- 1 soient u 6 W, z d n (uo) et NA sections basiques a1,...,0 
N: de 

linéairement indépendantes en z . L'ouvert de M où ces sections restent linéaire- 

ment indépendantes est saturé pour la fibration 71, donc se projette en un ouvert u de 



- 
W dans lequel aI,...,cxN1 définissent une trivialisation locale de . Il est 

Eo 
O 

immédiat de vérifier que ces trivialisations locales sont différentiablement compa- 

tibles (le passage d'une telle trivialisation à une autre se faisant par une matrice 

de fonctions basiques, regardées connue fonctions différentiables sur W). 

En outre si a est une section basique de E, la correspondance définit 
- 

u + a  une section de E que nous noterons +(a). D'où une application : 
ln-] (u) 

qui est visiblement un isomorphisme de A(W)-modules (A(W) étant identifié au 

module des fonctions basiques sur M). 

D'autre part, comme pour tout u E W, l'espace vectoriel 
EU - est muni d'une métrique 

hU provenant de la métrique hermitienne h définie globalement sur E, le fibré Ë 

est canoniquement munie d'une métrique hermitienne c. 
Ë sera appelé le fibré basique correspondant à E. 

2.6.3. Exemple. Soit M = T~ le tore de dimension 3 et notons 

(z1,z2,u) les coordonnées canoniques. Considérons le feuilletage F défini par 

le système différentiel 

où a est un nombre réel irrationnel. C'est un feuilletage transversalement de Lie 

de groupe R ~ ,  donc T.P. Sa fibration basique s'identifie à la fibration triviale 

définie par l'équation du = O : 

Le feuilletage induit sur chaque fibre T~ est le feuilletage par droites irration- 

nelles de pente a. 



Soit E le fibré complexe de rang 2 défini par la représentation : 

ip : n,(M) -+ SU(2) 

avec 

où , €IL E: IR-tQ et X et y sont des réels quelconques. 

On munit E de la connexion canonique associée à q .  Elle est basique et 

plate. D'autre part le groupe structural de E est un sous-groupe de SU(2). Bref E 

est un F-fibré hermitien. Le feuilletage FE sur E est un feuilletage en droites. 

1 
Soit u un élément de S . 

m 
i) On peut remarquer que si dim C (EU/FU) était égal à 2, alors 

EU 

aurait une trivialisation basique, ce qui n'est pas le cas car le morphisme 

n l ( ~ ' )  + SU(2) induit par $ est non trivial. Ceci étant, si l'on exhibe un élément 

non nul de C~(E IF ), tous les autres lui sont proportionnels (sur a ) .  On peut observer 
u u 

'> '> 

que le fibré EU est, pour u = O par exemple, le quotient de I R ~ X E '  par la rela- 

tion d'équivalence qui identifie l'élément (zl,z2,t,,t2) à (z1+2kl, z2+2k 
2 y 

i(klel+k202) 
tl,t2e ). On définit alors la section qui à (zl,z2) associe la classe 

d'équivalence de l'élément (zl,z2,1,0) quiest basique car à dérivée covariante nulle 

pour la connexion plate définissant le feuilletage FE sur Eo. 
O 

ii) En opérant ainsi sur chaque fibre EU, on voit que toute section basique 

globale s'écrit (zl,z2,u) -+ (z1,z2,f(u)) = classe d'équivalence de (zl,z2,f(u)) 



et l'application f : R + (E doit vérifier, par définition de E : 

iii) D'autre part le fibré E se décompose de façon naturelle en somme 

directe : si v = (z1,z2,u,tl,t2), alors v = v1+v2 où v1 = (z1,z2,u,tl,0) et 

iv) Finalement, le fibré Ë est défini par la représentation $ de 

1 i X 
7,(S ) = Z dans SU(1) donnée par G(1) = e . 

2.6.4. Produit scalaire. 

En utilisant la métrique hermitienne h sur E, nous allons munir 
OJ 

l'espace C (E/F) d'une structure préhilbertienne. 

Supposons que la métrique sur M quasi-fibrée pour F soit telle que le 

volume des fibres est égal à 1. La mesure canonique associée est de la forme 

8 
v = X AIT (w) 

où A est la forme volume sur les fibres de IT et w la mesure induite sur W. 

Si a et l? sont deux éléments de cm(E/f) on pose : 

On définit ainsi un produit scalaire sur c~(E/F). 

- - m -  
Considérons maintenant deux éléments a et @ de C (E) tels que 

m m - 
avec E1 C (E/F) et + l'isomorphisme entre c~(E/F) et C (E) décrit en 

2.6.2. On pose : 



On a alors la 

2.6.5. Proposition. ~'isomor~hisme $ est une isométrie de c~(E/F) sur cm(Ë) . 

Démonstration : 

D'après le théorème de Fubini, on a : 

Nous allons maintenant associer à l'opérateur D un opérateur différentiel 
CO - 

ordinaire de même ordre sur W agissant sur C (E) et foxtement elliptique. 

2 . 6 . 7 .  Proposition. D induit sur W un opérateur différentiel 6 agissant sur les 

sections de E. a 

Démonstration : Soit U un ouvert de W (muni du feuilletage par points) 

trivialisant Ë et posons V = U-'(U). Si cm(Ë) est l'espace des sections de u 
au-dessus de U on a un diagramme commutatif 



qui définit donc l'opérateur différentiel 5 cherché. 

2.6.8. Proposition. D est d'ordre 2m' et est fortement elliptique. 

*- Démonstration : Soient u E V et z E F . Posons E' = T E. Alors 
I? 

l'évaluation de a E Eh en z permet d'identifier E' 3 un sous-fibré de E. 

L'espace cotangent à M en z se décompose de la façon suivante : 

où NZ est l'orthogoiial à llesapce T F tangent à la fibre de IT en z. Pour tout 

- + ?k - 
T W on note 5 l'unique vecteur de NZ qui se projette sur 5. 
u 

- 
Soit g une fonction sur W telle que g(u) = O et dgU = 5 ; bien en tendu si g 

est considérée comme fonction sur M, elle est basique pour la fibration TI et on a 

donc dgZ = 5 puisque la 1-forme différentielle dg est aussi basique pour T.  

Considérons une section locale a de Ë telle que E(u) = 0 E EU. On pose 
-1 - 

a = $ (a). Le symbole de D est alors donné par 

et préserve le sous-espace EL; il induit donc une application linéaire de EU - dans 

lui-même qui n'est rien d'autre que le symbole principal 

de 6 au point u. Ceci montre que 5 est d'ordre 2m' = m et que la forme 
- - 

quadratique A-(u,C,*) associée à 6 sur EU relativement à la métrique hermi- 
D - 

tienne h est égale à la restriction à E: de la forme quadratique AD(z,F;,*) 

associée à D sur EZ relativement à la métrique hermitienne h. Corne cette 

dernière est définie ~ositive pour tout 5 # O (D étant fortement transversalement 
- 

elliptique) et que 5 = O si et seulement si 5 = O, A-(u,t,*) est définie 
D 



positive pour tout 5 # 0 i.e. E est fortement elliptique.a 

* 
On note D l'adjoint de D pour le produit scalaire sur c~(E/F). 

C'est un opérateur différentiel basique d'ordre 2m'. Puisque S est un isomorphisme 
- 
i -* 

d'espaces préhilbertiens on a D = D . 
Soit ff(~/F) = { a  E c~(E/F)/D~ = 01 qui s'identifie à H(Ë)  = Ker 5. On a le 

2.6.9. ThéorSme. L'cçpace vectoriel t f (Y/ f )  est de dir~---: . c i r i ~ ~ i r i  -- i ~ ~ ~ . ~ r  ':-: it 

on a une décomposition orthogonale 

Démonstration : résulte de la théorie générale des opérateurs elliptiques 
- Co - 

appliquée à D agissant sur C (E) sur la variété compacte W (cf. [59]) . 
2 . 7 .  Ca hiemannien. 

On note toujours G = SO(n) + M'L M le fibré principal des repères 

orthocormés directs transverses à F et F# le feuilletage T.P.  sur M# associé 

# *  # # à F. On pose E = p E et on note q# la projection E + M . 
j+ # 

2.7.1. Proposition. E est à la fois un F -fibré hermitien et un G-fibré 

sur Mt'. I 

Démonstration : Soit pE : E" + E la projection relevant p .  LtimaZe 

réciproque par 
44 fi 

pE de la connexion V sur E est une connexion C sur E 

qui en fait un fibré feuilleté. On a alors un diagramme commutatif de variétés 

et d'applications feuilletées 



La connexion V' est donc basique et compatible avec la métrique hermitienne 

,if! sur E' relevée de h. D'autre part, l'action de G sur M' se relève, à l'aide 

de cette connexion, en une action sur EX qui préserve à la fois le feuilletage 

f fi et la métrique hermitienne h' . Ce cui démontre la proposition. . 
E ii 

Au fibré E' correspond, par la proposition 2.6.2., un fibré E# sur la va- 

# riété basique W' de F . L'action de G sur E# induit une action sur E' qui 

en fait un G-fibré muni d'une métrique G-invariante induite par h . On dira 
que Ë# est le fibré basique correspondant à E. 

i) L'anneau A(M/F) des fonctions basiques sur M s'identifie à l'anneau 

# ' 4 (W ) des fonctions sur W invariantes par G. On a alors un isomrphisme naturel 
G 

r n # #  entre le A(M/F)-module c~(E/F) et le A (w">-nodule C (E / F  ) des sections basiques 
G G 

# # de E# invariantes par G. Comme C~(E /F ) est canoniquement isomorphe au A(W)-module 

m - 
C (E ) on a une identification naturelle entre c~(E/F) et le A (w#)-rodule C;(Ë#), G 

des sections de E# qui sont G-invariantes. 

ii) Signalons aussi que E étant un F-fibré hermitien, il en est de même 

k k k 
de tous les fibres associés (S (vF,E) ,J (E/F), L(J (E/F),E) etc.. .). Leurs 

k # 
r;icvés ç (,:F,E) , :k(E:~)', L(Jk(i/7) , E l g .  . . à M' par la pïujcction 

p : M# + M sont à la fois des F#-fibrés hermitiens et des G-fibrés. 

m 

iii) On définit le produit scalaire sur C (E/F) par restriction à 

r n # Ç i  
C (E /F') de celui défini à l'aide de la métrique h' comme précédemment sur 
G 

# # C~(E /F  ). 
1 

Posons N = - n(n-1) = dim G et considérons le parallélisme transverse à 2 

F# Y = {Pl~.-.,Pn,QI,. . . ,Q~) (cf. 3.1.3. ii) chap III). Les champs basiques 

b b b  b 
associés pl,. . . ,Pn,QI,. . . ,QN engendrent le fibré normal VF' à F#. On notera H 

# 
le SOUS-fibré de TM engendré par (Pl, ..., P ) et V celui engendré Par n 

(Q,, . . . ,Q ) .  De même llb sera le sour-fibré de VF# engendré par 
b b 

N 
(PI, ..., P ) et 

n 



b b vb celui engendré par (9 , .  . . . ,Q ) . On a de manière évidente 
N 

et des isomorphismes naturels 

Soit maintenant D = T* Jm où Jm est un jet basique d'ordre m et T 

un morphisme feuillet6 T : J~(E/F) + E. Nous allons relever 1 'opérateur D en 

# 3 
un opérateur différentiel basique d'ordre 2m' sur M agissant sur cm(E / F r )  et 

comrnutant à l'action de G. Pour cela il suffit de relever T en un morphisme 

it. # -@ Ifeuillete : T' : J~(E / F  ) -t E' cornmutant à l'action de G induite sur J ~ ( E  /t ) 

# et E . 

2.7.3. Lemme. il existe un relèvement T# qui fait commuter le diagranme 

où P* et P: sont les applications naturelles définies par p. m 
# # 

Démonstration : Soient z# E M et z = p(z ). La restriction de pS à la fibre 

k E## de E# en z# est un isomorphisme sur E z .  Pour tout 0 E S (vF,E)# on pose 
z 



on vérifie alors facilement que est différentiable par le théorème 2 p.60 de 

[46] ; c'est donc un morphisme feuilleté et fait commuter le diagramme (*x;).m 

Reste à prolonger 3. On a des isomorphismes canoniques 
k k tL s (VF,E) = S ((VF)~,EO = sk(V~#/Vb, E#) 

pour tout k = O,. . . ,m. Alors la projection 

# # b  p r :  VF + v F  /V 

définit une injection 

2.7.4. Lemme. 11 existe mmorphisme feuilleté T# qui fait commuter le diagramme : 

Démonstration : On a ?! = y @ . . . @ 2 où est la kème composante de P. 
b 

Il suffit de prolonger cette composante. On a VF# = V fil H ~ .  D'OÙ 

b # b OÙ s~~~ = S'(H ,E ) 8 sr(v , a )  ; et donc 



k # #  Tout 0 E: S (vF ,E ) s'écrit de manière unique sous la forme 

où E. sS" on pose alors 

Ceci définit bien le prolongement T# cherché. On vérifie facilement qu'il commute 

à l'action de G. 

# On pose D = T! m. On obtient ainsi un opérateur différentiel basique 
# d'ordre m sur M , G-invariant agissant sur les sections basiques de E"I~ dont 

la restriction à cm # +? (E /F ), pour tout ouvert V de M fait commuter le 
G,pW1 (VI 

diagramme 

2.7.5. Proposition. L'opérateur D# est fortement Hm-elliptique. l) 

II # # # # # 
Démonstration : soient z c M , CH E H> et c E On notera z = P(z  ), 

# t 
= PI(<,) et TJ = p,(n ) qui sont res;ectivement de: vecteurs de (vF): et E z  

P* est la projection iniuite cazureliesent par p. Il existe alors un ouvert 

V distingué pour F et trivialisant E, une fonction basique g définie sur V 

m 
et a E CV(F) vérifiant 

# # # #  # g ( z ) = O ,  dgH = S B  et cx(z)=q. 
Z# 



-1 
où g' et ci# sontlesrelevées à p (V) de g et a. 

Puisque la restriction de D# à # # (E If ) est égale à D on a 
G,P-' (VI 

D'où 

Connue 

si et 

nul i 

# AD(z,<,*) est définie positive pour tout 5 # O et basique et que CH # O 
i?' ,# # * 

seulement si < # O, A + ( z  ,ZH,') est définie positive pour tout CH E HZ non 

D 8 
.e. D' est fortement H -elliptique. I 

Ceci n'est malheureusement pas suffisant pour appliquer le théorème 2.6.9. 

car D# n'est pas fortement transversalement elliptique. Nous allons le compléter 

à cet effet. 

Les champs fondamentaux QI,. . . ,QN de l'action de G sur M# définissent 

des opérateurs différentiels d'ordre 1 basiques et G-invariants qu'on notera encore 

- 
où Qj est le conjugué complexe de et m = 2m' est l'ordre de D. 

2.7.6. Proposition. L'opérateur Q est fortement v*-elliptique et est nul sur 

c~(E~/F'). 

Démonstration : Soit (gl,... , )  un système de coordonnées locales au voisinage d'un 

# point z E M' dans la fibre de p : M -+ M telles que pour tout j = 1,. . . ,N 



l'opérateur 
a 

s'écrit Q. = b. - où b est une fonction. Onaalors 
J J a g j  j 

1 si m' est pair 
-1 si m' est impair. 

# +? tf Soit 5 = ($,,,...y+,N) un vecteur de v V Z .  Il est alors facile de voir 

t: que pour tout vecteur qX de E et quelle que soit la parité de ml on a 
z 

# # #  i .e. la forme quadratique A (2 ,SV, 0 )  a pour matrice 
Q 

où hg est la matrice de la métrique hermitienne sur E' et E la matrice diagonale 

Comme h# est une métriquè hermitienne elle est définie ~ositive ; en plus tous les 

# 
coéfficients de sont positifs. Donc A ~ ( Z ~ , S ~ ~ * )  est définie positive pour tout 

# * 5" E Y non nul. +? 
- # #  Le fait que Q est nul sur C (E / F  ) découle de la définition même d'une 
G 

section basique invariante. 
% 1L 

Soit maintenant 5 E T y ~ ' r  un covecteur basique non nul. On a 



On déduit immédiatement des propositions 2.7.6 et 2.7.6 que , est définie 

positive i.e. que D' est fortement transversalement elliptique. Il est basique, 

# # et invariant agissant sur cm(E /F ) .  

# # # - # #  Comme pour a c C;(E /F ) on a 90.' = 0, la restriction de D' 3 CG(E /F ) est 

égale à D. D'autre part l'adjoint DI* de D' est la somme du relevé de l'adjoint 

de D et de l'adjoint de Q. 

Le théorème 2.6.9. appliqué 3 D' donne 

# 8 i) l'espace vectoriel H(E /F ) = Ker Dr est de dimension finie ; 

# # ii) on a une décomposition orthogonale c~(E#IF') = H(E IF ) d Im Dy*. 

En se restreignant à ) et en raisonnant de la même manière qu'en 

. .1 .5,  on obtient finalement 10 

2.7.7. Théorème. 

i) L'espace vectoriel ff(~/F) est de dimension finie ; 
il( 

ii) On a une décomposition orthogonale c-(E/F) = H(E/F) @ In D . 
Ce théorème montre que D est de Fredholm. C'est donc un opérateur à 

indice 

Ili 
indF(D) = dim Ker D - dim Ker D . 

-.7.8. Problème. Calculer cet entier en fonction d'invariants transverses. 

Nous allons donner quelques exemples pour illustrer les résultats que 

nous venons d' obtenir. 

Soit M une variété compacte, connexe munie d'un feuilletage riemannien 

F de codimension n (réelle ou complexe suivant le cas) et transversalement orienta- 

ble. La métrique riemannienne sur le fibré normal VF définit sur son complexifié 



vFa: 
une métrique hermitienne invariante le long des feuilles. La connexion associée 

fait de vF, un F-fibré hermitien. 

Dans toute la suite le feuilletage F sera supposé homologiquement orien- 

table i.e. l'espace vectoriel de cohomologie basique en dimension maximum est non 

codF 
nul. Pour la dualité de Poincaré et la dualité de Serre. Cette condition H (M/F)#o 

est nécessaire. C'est en fait une telle condition qui traduit la bonne notion 

dl"orientabilité de l'espace des feuilles B = M/F". L'orientabilité transverse de F 

n'est malheureusement pas suffisante comme le montre le flot transversalement de Lie 

3 
de groupe GA sur le fibré hyperbolique TA (cf. III. 1.4.5). 

3 . 1 .  Le complexe de de Rham b a i q u e .  

On pose E = A~V*F où r est un entier tel que O 5 r $ cod@F. On obtient a: 
ainsi un F-fibré hermitien sur M. Les sections basiques de E ne sont rien d'autres 

r 
que les r-formes différentielles basiques à valeurs complexes. On notera Q (M/F,E) 

l'espace de ces formes différentielles. 

3.1.1. L'opérateur *. 
L'opérateur * : Rr(M/~) + R~-~(M/F) défini en III 2.2.3 par la métrique 

riemannienne transverse à F,  s'étend par linéarité en un opérateur 

qui est en fait un isomorphisme. 

3.1.2. Produit scalaire sur (MlF ,E) . 
Soient a,@ E. Q~(M/F,(c). Alors a iî X i3 est un élément de $(M/F,c). Pour 

tout j = 1,. . . , N  considérons la 1-forme basique duale du champ fondamental 



P P la forme caractéristique du fibré principal G = SO(n) + M i +  M. La forme diffé- 

* 
rentielle p (iu . * B) I'I x est basique et invariante sur M# de degré n+N = 

cod F'. On définit alors le produit scalaire de a et B par 

- 
où 1 est l'extension complexe de l'homomorphisme 

# défini en 111.2-2.2 et W est la variété basique de F . 
L'espace L~~(M/F,c) est muni ainsi d'une structure préhilbertienne. 

3.1 . 3. Le Laplacien basique. 
Soit 6 : nr(M/~,t) + Qr-l (M/F,c) l'opérateur défini par 

6 = (-I)~ *-l d *. En procédant comme en III. 3.3.5 on montre que 6 est l'adjoint 

de d pour le produit scalaire < , >. 

L'opérateur A = d6 + 6d est basique et auto-adjoint. Sur la variété quotient 

locale il coïncide avec le laplacien usuel défini à l'aide de la métrique induite. 

Il est donc fortement transversalement elliptique. D'après le théorème 2.7.7 on a : 

3.1 .4. Théorème. 

i) l'espace vecotriel ffr(M/F,t) = Ker A est de dimension finie, 

ii) on a une décomposition orthogonale R~(M/F,E) = ffr(M/F,a) @ Im d @ Im 6 1 

L'espace vectoriel H~(M/F,E) de cohornologie basique à coefficients 

r 
complexes s'identifie à H (M/F,&). Il est donc de dimension finie. D'autre part 

- 
l'opérateur * induit un isomorphisme 

ffr(M/F,a)-- H"-'(M/F,E) 

D'où le 

3.1.5. Théorème de dualité de Poincaré. Pour tout r = O, ..., n on a un isomorphisme 

H~(M/F,c) = H"-~(M/F,c). 



3.2. Le complexe de Dolbeault basique. 

Supposons que F est transversalement holomorphe. Alors le fibré 

VF, = F @ 6 hérite d'une structure complexe dont on notera J l'automorphisme 
R 

associé. La métrique riemannienne transverse h définit une métrique hermitienne 
2> 
h(-,*) = h(*,*) + h(J*,J-) sur vFc invariante le long des feuilles et en fait 

un F-fibré hermitien. Dans ce cas on dira que le feuilletage F est hermitien. 

On a une décomposition en somme directe 

vF(~,~) et VF 
sont les sous-fibrés propres associés respectivement aux 

(O,]) 

valeurs propres i et -i de J. On a alors une décomposition du fibré en algèbres 

extérieures 

A ~ V * F ~  = SI A P*q 
p+q=r 

où ~ P y q  = APV"F 8 A~V*~(~,~). On pose = E. C'est un F-fibré hennitien. 
( 1  70) 

3.2.1. Définition. Une section basique de E est appelée forme différentielle 

basique de type (p,q) . 
On notera Qpyq(~/~,~) l'espace de telles formes différentielles. On a de 

manière évidente : 

Sur les formes basiques ?(M/F,C) la différentielle d se décompose en 
- 

la somme de deux opérateurs a et a respectivement de bidegrés (1 ,O) et ( 0 , l ) .  

On obtient un complexe différentiel 

qu'on appellera le complexe de Dolbeault basique du feuilletage F. Son homologie 

sera appelée la cohomologie de Dolbeault basique de F. 



3 . 2 . 2 .  L'opérateur A" 

- 
L'opérateur * défini en 3.1.1 induit un isomorphisme 

- - 
On pose 3 = -;3;. On vérifie facilement que 8 est l'adjoint de 2 pour le 

-- -- 
produit scalaire < , >. On en déduit que l'opérateur basique A" = a%% est auto- 

adjoint. Une écriture locale de A'' montre comme dans le cas de A que c'est un 

opérateur fortement transversalement elliptique. D'après 2 . 7 . 7 .  on a le 

3 . 2 . 3 .  Théorème. 

i) L'espace vectoriel H~'~(M/F,(C) = Kes A" est de dimension finie ; 

ii) On a une décomposition orthogonale 

ahq(~/F,c) = H~'~(M/F,C) $ ïm a @ Im %. 

L'espace vectoriel H"~(M/F,c) s'identifie à HP'q(~/~,~) ; il est donc 
- 

de dimension finie. D'autre part * induit un isomorphisme 

D'où le 

3 . 2 . 4 .  Théorème de dualité de Serre [55]. 

Pour tout p,q = O, ..., n on a un isomorphisme 

3 . 2 . 5 .  Remarque. Les mêmes théorèmes de décomposition et de dualité peuvent être 

obtenus en prenant les formes différentielles à valeurs dans un F-fibré holomorphe. 

3.3. Le ca?s f m l . u v m d e m e n î  hakeehieiz. 
'L 'L 

La métrique hermitienne h sur V F ~  vérifie h(*;) = ~(J*,J'). On pose 



On définit ainsi une 2-forme différentielle sur M. 

3 . 3 . 1 .  Proposition. La forme w est basique, de type (1,l) et réel1e.a 

Démonstration : Soit (zl, ..., z ) un système de coordonnées locales transverses à 
n 

?, 

F. La métrique h s'écrit 

D'où : 

On voit donc que ILI est basique et de type (1,l). 

- - 
Comme h = h et dz A dzL = -dz A dzk , on obtient : 

kz LE k L 

i.e. w(z) = ~(z). La forme ILI est donc réelle. 

3 . 3 . 2 .  Définition. On dira que F est fransversalement kahlerien si A est fermée 

et dans ce cas on l'appellera la forme de Kahler du feuilletage F. 

3 . 3 . 3 .  Exemples. 

i) Tout feuilletage hermitien de codimension 1 est transversalement 

khalerien. 

ii) Tout feuilletage de Lie de groupe tn est transversalement kiihlerien. 

iii) On peut bien entendu construire d'autres exemples de tels feuilletages 

en suspendantdes groupes d'automorphismes de variétés kahleriennes. 

iv) Soient el, . . . ,en+l des nombres réels et considérons le flot 4 sur 

E~''-{oI engendré par le champ holomorphe X donné au point z = z ,  , . . . z ) pa. n+ 1 



n+ 1 
Ce flot préserve la métrique kahlérienne standard h = 1 dzk*dzk. Il est donc 

k= 1 
transversalement kahlerien. 

En chaque point z E. cn+l - {O), X(z) engendre un plan réel 

D'autre part l'espace tangent Tz en z à la sphère unité 
n+ 1 

%Zn+ l 
= i(zl, ..., Z ) E an+' 

n+ 1 1 Zk i 2  = 1 est donné par l'équation 
k= 1 

i ûk 
En remplaçant Zk par (x+iy)e zk pour tout k = 1, ..., n+l on obtient 

n+ 1 
T = + y z  (x cos 0 -y sin ) Jzk12 = O} 

Z Z k= 1 k k 

Pour un choix convenable des (6 ) le sous-espace 
k 

pZn TZ reste constamment de 

$Zn+ 1 2n+l 
rang réel 1 sur . Il définit donc un flot F sur $ transversalement 

kahlérien pour la métrique induite et de codimension complexe n. 

Géométriquement on peut dire qu'un feuilletage F hermitien est transver- 

salement kahlérien si au voisinage de tout point de M on peut trouver un système 

de coordonnées complexes (zl, ..., zn) transverses à F et qui soient géodésiques 

i.e. la métrique h coïncide à l'ordre 2 avec la métrique euclidienne 2 1 dzk-dS 
k 

k '  

La cohomologie de Dolbeault basique d'un feuilletage F transversalement 

kahlerien et homologiquement orientable sur une variété compacte M possède les 

mêmes propriétés que la cohomologie de Dolbeault ordinaire sur une variété kahlérienne 

compacte. 



Soit (M,F) un tel feuilletage. On notera w sa forme de ~Shler et 
- 
â;= -22; l'adjoint de a sur R~'~(M/F, C). 

Rr+2 
ûn définit un opérateur L sur R'(M/F, C) à valeurs dans (M/F, (Cl par 

- - 
et son adjoint h = -#Lx. 

3 . 3 . 4 .  Lemme. On a 

i) A a  - >A = -i% 
- 

ii) A a  - >A = i8 

iii) a3 + % = 38 + c f a  = 0.l 

La démonstration est similaire à celle du cas classique qu'on pourra trouver 

par exemple dans [26] ou [29]. 

Du lemme 3.3.4 on déduit la 

3.3.5. Proposition. On a 

i) A = 2A" 

ii) Le laplacien basique A commute avec les opérateurs L et A.. 

On obtient finalement le 

3.3.6. Théorème. Pour tout feuilletage F transversalement kzhlerien et homologique- 

ment orientable sur une variété compacte M on a 

i) la r-forme basique a = 
a ~ , q  

est harmonique si et seulement si 
p+q=: 

toute composante a de type (p,q) 1 est ; d'où 
P34 

ii) La conjugaison induit un isomorphisme HPsq (MI F,C) H~"(M/ F,C) ; 

iii) Pour tout p = O,. . . ,n la forme 8 est harmonique ; donc 

H~,~(M/F,C) p o. W 



On peut remarquer que toute p-forme basique holomorphe est harmonique. 

Pour p = 1 ,  une telle forme sera appelée, par analogie au cas classique, différentielle 

basique abélienne de ~remière espèce. 

Posons br(n/F) = dimç Hr(M/~,E) et hP'q(~/~) = dia H~*~(M/F,C). Alors pour n = 1 

1 1  
on a hl'O(M/~) = - b (M/F). Le nombre de différentielles basiques abéliennes de 

2 

première espèce linéairement indépendantes ne dépend donc que de la structure trans- 

1 1 
verse différentiable. En particulier si H (M,K) = O on a b (M/F) = O (car 

1 1 
l'application canonique H (M/F,c) -+ H (M,G) est injective) et donc de telles diffé- 

rentielles non nulles n'existent pas. 

3.3.7. Décomposition de Lefschetz basique. 

r+2 k 
Notons L~ : R~(M/F,c) + R (MIF,C) l'opérateur défini par 

et H~(M/F,c) = Ker(A : fir(M/f,~) -+ Q~-~(M/F,c)). Un élément de H;(M/F,C) est dit 

primitif. 11 est clair que H;(M/F,C) = H~(M/F,C) pour r = O ou 1. On a alors 

i) L , ~  : H~-~(M/F,~) -+ H~+~(M/F,c) est un isomorphisme ; 

k r-2k 
ii) H~(M/F,c) = @ L Ho (M/F,C). 

k 

La démonstration classique se transpose complètement (voir [29] OU [59]). 
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DEUXIEME THESE 

- 
REGULARITE AU BORD DU a 

PAR LA METHODE DES NOYAUX 



la fois 

variété 

La rigidité d'un feuilletage F sur une variété compacte I i 1 
la géométrie des feuilles, la structure transverse et la to 

iante. Deux points de vue sont abordés dans ce travail : 

i) Un point de vue "tangent et transverse" dans lequel nous développ~~~;, 

des calculs de certains invariants de nature cohomologique : nous étudions diverses 

cohomologies de la varieté feuiiletée (M,F) à valeurs dans des faisceaux naturel- 

lement définis sur l'espace transverse à F. 

ii) Un point de vue "purement transverse". En effet depuis le début de la 

théorie des feuilletages une question s'est posée explicitement ou implicitement : 

dans quelle mesure l'espace des feuilles' B = M/F ressemble-t-il à une variété 

compacte ? Des exemples simples monirent qu'en général B n'est pas une variété. 

On peut cependant y définir les,&jets géométriques usuels ; ils correspondent à 

leurs analogues sur M invariants le long des feuilles. Notre résultat principql _ 
au second volet de cette thfse est alors le suivant : soient F un feuilletage :i!.$ 
riemannien sur une variétg compacte M et E un fibré vectoriel complexe muni 

d'une connexion basique et d'une métrique hennitienne invariante par le pseudo-groupe 

d'holonomie et compatible avec cette connexion. Alors tout opérateur différentiel 

basique agissant sur les sections basiques de E (i.e parallèles le long des 

feuilles) fortement transversalement elliptique est de Fredholm. De là on deduit 

que tout complexe basique transversalement elliptique admet une décomposition du 

;li%type Hodge. En particiili'r on &tient des théorèmes de finitude et de dualite de 
9, 1 

8.7, 'lL' 

i .- ,i-'Poincaré pour la cohomologie basique, un théorème de dualité de 
c r i  . F u r  la coho- 
,. 71 .I 

mologie de Dolbeault basique si F est hermitien . S'il est en ' 
ment kalerien et homologiquement orientable, alors toutes les bel 3laip 

cohomologiques des variétés kahlériennes compactes(structures de @ad*, 1 t 

tion de Lefschetz ...) se transposent à l'espace B. Ce qui mont e q t ~ ~  Z'aqace 

'des feu51-les d'un !?euilletsge riemannien sur une variété compact g ~ k  1tl3e ' ' ~ r E w  
compacte" du point de vue de l'Analyse Globale. 

B*a &Eh : Feuilletages - forme basique - faisceau - cohomologi/e - 
i 

F-fibré - section basique - opérateur - ellipticité transverse., 




