Exercice 1.

2
1. Ona :(\/K—\/g) =A +B —2+AB . Il s'ensuit que A+B >2+AB .

Pour A, B et C positifs, on a:

A +B>2JAB

B+C>2/BC

C+A>2J/CA

Tous les membres de ces inégalités sont positifpeut donc multiplier membre a membre,

ce qui donne (A +B)(B+C)(C+ A) >8ABC.

2. aaA=a+b-c,B=b+c—-a,C=c+aebaalors:A+B=2b,B+C=2¢c,C+A=2a.
Supposons que deux au moins des trois nombres &, @ soient strictement négatifs, par
exemple A et B. Alors A + B (= 2b) est strictemaggatif, ce qui est exclu.

Si I'un des trois nombres A, B et C est stricteimeyatif, les deux autres sont positifs, et

alors l'inégalité (1) est triviale : le membre drighe étant négatif et celui de droite positif.

b) Si A, B et C sont positifs, d'apres (A +B)(B+C)(C+ A) >8ABC,
soit :2bx 2cx 2a> 8(a+ b- c)(b € a)e a ,
d'ou: abc> (at+ b- c)(b- e a)e a |

Exercice 2.
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1. Pourtoutx>OE\/§—i >0 équivautéx-l-lzz,soitx—i-lzz
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2. Ona:@a-1+)b-Hi)ab al w1ty 21
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D'ou : (a— 1+1)(b— 1+—1):— b——1+—a+ 2 car ab—l etqs1—1

b C b c c bc

b > 0, donc, d'aprés lf,b—%-l— 2< 0. On en déduit quga— 1+%)(b— 1+—i )g—j



3. a, b et c sont strictement positifs et abc dahc forcément I'un des trois nombres a, b et ¢

est>1.
Si, par exemplea>1, alors a— 1+%> 0. Donc l'un des trois nombres du membre de
gauche dans (1) est positif.

4. a= 2, b:1 , = 3, alors b —&—1:—— , aHl—= 7,—c+1—1:
6 C b a
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5. Si a> 1, alors a %%> (

si b>1, alors b :’I:(—l:> (

si b<1, si ¢ 1, alors-<¢ -|£Ll>
a

. 1
si c<1, alors b +=> |
c
On en déduit que l'un au plus des trois nombrestestement négatif.
6. Sil'un exactement des trois nombres du memérgadiche dans (1) est strictement négatif,

l'inégalité est triviale.
Sinon les trois nombres sont positifs, et onaprd's 2.,

o<la—1+3| b2 t]< 2
b c)” ¢

0< b—l—f—i c— 1+} SP,
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En multipliant membre a membre, on obtient :
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