Exercice 1. Question de cours

Soit A un réel quelconque. On suppose que l'inégalité u, <v_ est vérifiée pour n > n,.
limu, =+o0, donc il existe un rang n, a partir duquel tous les u_ sont dans l'intervalle [A, —|—oo[
Ainsi, pour tout n tel que n > max(n,,n,),ona v, qui appartient a [A,—i—oo[.

On peut en déduire que limv, = +oo.

Exercice 2

a) limu, = lim(—n’) = —co

2n n !
b) 3 :—[2] , %>1,d0nc lim[z] =+00, limu, =—o0.
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c —:\/n-l—l—i—\/ﬁ, lim \/n—i-l-l—\/ﬁ =400, donc limu, =+o0.
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n’ 1

d) limu, =lim— =1lim—=0
2n 2n
e) ‘% < [%] , % <1, donc lim [%] =0, d’ou, par le théoréme d’encadrement,
limu, =0.
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f) yn’ +3n —n = tonon 3 , on en déduit que limunzé.
\/n2+3n+n \/1—1—3—1—1 2
n
Exercice 3
. . s 3x
Soit f la fonction définie sur [0,+o0| par : f(x)= .
1+ 2x

On considere la suite (u,) définie par u, :% etu,_, =f(u,).
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1. Ill:Z et UZZE.

2. Pour tout x € [0,—1—00[ , f'(x)= > . La fonction f est strictement croissante sur

2x+1)
[0,-1—00[.

3. Montrons par récurrence que, pour toutn, 0 <u, <u_ , <I.

3 s Ay
u, =— et u, =—, donc la propriété est vérifiée pour n = 0.
2 4

Sipour n quelconque, 0<u, <u, , <1, alors, la fonction f étant croissante sur [O, 1],
0=1f(0)<f(u,)<f(u
Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n.

)<f(d)=1,donc 0<u,, <u,,<I.Donc lapropriét¢ est héréditaire.

n+1



4. Lasuite (u,)est donc croissante et majorée par 1, par le théoréme du cours, elle est donc
convergente. Soit limu, =L.

3u o A :
5. Pourtoutn, u_, = = " ; par passage a la limite, L vérifie 1'équation L = , soit

2u. +

n

21 -2L=0,d'ou L=0o0uL = 1. Or, pour tout n, u, >u,,donc L>u,,douL=1.

Exercice 4

. . . 2 1
Soit (u, ) la suite définie par u, =2 et, pourtoutn, u_,, = Eu“ +§n +1 (D).

1. Montrons par récurrence que, pour toutn, u, <n-3.
u, =2 <3. La propriété est vraie pour n = 0.

Si pour n quelconque, u, <n+3, alors
u_, S%(n+3)+%n+l=%(2n+6+n+3)=n+33n+4.

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n.
2. Pourtoutn,ona:

2

3. Or, pour toutn, u, <n+3,donc u, ,—u, >0.
On en déduit que la suite (u, ) est croissante.
4. On pose, pour toutn, v, =u, —n.

Pour toutn, on a :

\% :um—n—l:zun+ln+1—n—1:z(un—n):zvn.
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(v,) estune suite géométrique de raison — et de premier terme v, =2.
3

5. Ainsi, pour toutn, v, = 2[%] ,dou u, = 2[%] +n.

6. |2
3

<1, donc lim [%] =0, on en déduit que limu, =+o0.



